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1. Nova Visdo da Lei de Coulomb

Se almejarmos descobrir o centro de massa
de uma batata, poderemos fazé-lo através de medigao
no laboratério ou, entdo, por meio de laboriosos
calculos envolvendo o desenvolvimento humérico de
uma integral tripla. Entretanto, se a batata for uma
esfera ndo havera qualquer trabalho a ser realizado.
Sabemos exatamente onde encontrar esse centro de
massa. Esta é uma das vantagens da simetria.
Situagdes em que hé simetria aparecem em todos o0s
campos da Fisica e, sempre que possivel, faz sentido
buscarmos formalizar as equagdes das leis da Fisica,
de modo a tirarmos plena vantagem desse fato.

A Lei de Coulomb é a principal lei da
Eletrostatica, mas n&o esta formalizada de modo a vir
simplificar os calculos, nos casos de alta simetria.
Neste tépico avangado, introduzimos uma nova
formulagédo da Lei de Coulomb, chamada Lei de
Gauss, que pode apresentar vantagem nesses casos
especiais. A Lei de Gauss — em problemas de
Eletrostatica — é equivalente a Lei de Coulomb. Qual
delas escolher vai depender do tipo de problema que
tivermos. Apesar de ambas as leis serem validas para
todos os problemas de Eletrostatica, uma coisa é a lei
ser vélida e outra bem distinta é ser (til.

Usa-se a Lei de Coulomb, a principal
ferramenta da Eletrostatica, em todos os problemas
nos quais o grau de simetria é baixo. Mesmo o mais
complicado desses problemas pode ser resolvido,
com suficiente auxilio de computadores. Usaremos a
Lei de Gauss quando a simetria for aproximadamente
alta. Em tais casos, essa lei ndo s6 simplifica
tremendamente o trabalho, mas, devido a sua
simplicidade, frequentemente fornece novas ideias.

A Lei de Gauss, quando aplicada a
problemas onde nao existe simetria, simplesmente
nao nos leva a nenhuma conclus&o importante sobre
a solugao dos mesmos. A Lei de Gauss estabelece a
relagdo entre a carga elétrica e o campo elétrico
criado por esta carga. A Lei de Coulomb também
correlaciona essas duas quantidades. A Lei de Gauss
€ simplesmente uma outra maneira equivalente de
fazer a mesma coisa. Antes de a apresentarmos
formalmente, vamos primeiramente dar algumas
nogdes sobre sua natureza.

A figura central da Lei da Gauss é uma
hipotética superficie fechada, chamada superficie
gaussiana. A superficie gaussiana pode ter a forma
que desejarmos, mas sera de maior utilidade quando
usada de forma compativel com a simetria do
problema especifico em estudo. Decorre disto que, as
vezes, a superficie gaussiana toma a forma esférica
ou cilindrica ou qualquer outra forma simétrica, porém

devera ser sempre uma superficie fechada, de modo
a obtermos uma clara distingéo entre pontos internos,
pontos sobre a superficie e pontos exteriores a
mesma.

Antes de apresentarmos de forma
quantitativa as ideias até aqui expostas, faremos uma
pausa para desenvolver um novo conceito: o de fluxo
de um campo vetorial.

N

2. Vetor area (4)
Seja o retangulo acima, de lados m

e n. Considere um vetor perpendicular
(normal) & sua superficie. Tal vetor sera denominado
vetor area (4), e seu modulo seré igual & 4rea do
retngulo, ou seja:

|4] = érea da superficie

Dire¢do: normal a superficie

Sentido: saindo da superficie

O conceito de vetor area ¢ geral e vale para areas de
qualquer formato.

3. Fluxo: analogia do escoamento de um fluido

2
li

Figura 1: Uma espira retangular em um fluido

A figura indica um fluido escoando de modo
constante da esquerda para a direita. Vamos
examinar a vaz&o volumétrica dV /dt (digamos, em
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metros cubicos por segundo) através da espira
retangular de arame com area A. Quando a area esta
perpendicular & velocidade do escoamento ¥ e a
velocidade do escoamento é a mesma em todos 0s
pontos do fluido, a vazédo volumétrica dV /dt é igual
ao produto da area A pelo modulo da velocidade v:

dv

E=UA

A =Acos¢dp A

1m

7

y
&

Figura 2: A espira retangular inclinada a um dngulo ¢

Quando o retangulo esta inclinado a um
angulo ¢, de modo que sua face néo é perpendicular
a v, a area que conta é o perfil da area quando
observarmos o retangulo na dire¢éo de ©. Essa area,
indicada pelo simbolo A , na Figura 2, é a proje¢éo da
area A sobre um plano perpendicular a ¥. Dois lados
da projegdo do retdngulo possuem o mesmo
comprimento do reténgulo original, porém os outros
dois ficam diminuidos pelo fator de cos ¢, de modo
que a area projetada A, é dada por A cos ¢. Entdo, a
vazao volumétrica através de A é

dv

i vA cos ¢

Quando ¢ =90°, dV/dt=0; o
retdngulo é paralelo ao escoamento e ndo passa
nenhum fluido através dele.

Além disso, v cos¢ é o componente do
vetor ¥ perpendicular ao plano da area A. Usando o
simbolo v, para esse componente, podemos
reescrever a vazdo volumétrica na forma

——=v,A
ar 4

Podemos expressar mais resumidamente a
vaz&o volumétrica usando o conceito de vetor area 4,
uma grandeza vetorial cujo médulo fornece &rea A e
cuja direcdo é perpendicular ao plano da area que
estamos descrevendo. O vetor area A indica o
tamanho da &rea e sua orientagdo no espago. Com

base na area A, podemos escrever a vazdo
volumétrica do fluido através do retangulo indicado na
Figura 2 como um produto escalar:

ac ¥

4. Fluxo do vetor-campo-elétrico

Consideremos um campo elétrico cujas
linhas de forca atravessem uma superficie S. Seja P
um ponto desta superficie ao qual esta associado o
vetor-campo-elétrico E. Tomemos, entdo, uma fracdo
de area AS desta superficie que contenha o ponto P
€ que seja pequena a ponto de nela se poder
considerar E constante.

z]

AS

m}

S

Nestas condigbes, denominamos fluxo
elementar do vetor-campo-elétrico E a grandeza
escalar A¢, definida pelo produto;

Ap =E -AS -cosa

onde a é o angulo formado pelo vetor-campo-elétrico
E e o vetor-normal N.

Para calcularmos o fluxo total através de
toda a superficie, devemos dividi-la em varias
superficies elementares de area AS, calcular o fluxo
em cada uma e somar todos os resultados, ou seja:

Drotal =ZA¢ =Z(E-AS-cosa)
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Dicas: _ Z
=FE-cosa- AS
1. Para que o fluxo total seja exato, ¢
devemos fazer:
_ E - AS A somatéria de todas as fragbes ASresulta na area
Proa = lim Z( e total Sda superficie plana. Assim:
AS=S
2. Para o calculo do fluxo ndo é necessaria Z
a existéncia fisica da superficie S.
3. No Sistema Internacional de Unidades, Substituindo este resultado na expresséo anterior,
E ¢é medido em N/C e AS é medida em vem:

2 i A i .
mz}éssm, o fluxo ¢ sera medido em N b=E-cosa-S=

4. O numero de linhas de forga que
atravessam uma superficie num campo
elétrico é proporcional a intensidade do
correspondente fluxo do vetor-campo-
elétrico.

6. Fluxo devido a uma carga pontual através de um
elemento de area

Seja Q uma carga pontual que gera um
campo elétrico cujas linhas de forga sdo interceptadas
por uma superficie S.

5. Fluxo num campo elétrico uniforme

Seja um campo elétrico uniforme, onde o @, ,,,,,
vetor-campo-elétrico é constante e igual a E. Vamos
determinar o seu fluxo elétrico através de uma
superficie plana de area S, inclinada de um angulo a
com relagao as linhas de forga do campo,

Nesta superficie, consideremos um
elemento de area AS e calculemos nele o fluxo do

vetor-campo-elétrico E produzido por Q(AS é tal que

possamos admitir E praticamente constante em sua
extens&o).

Assim, o vetor-campo-elétrico no elemento
de area AStera intensidade dada por:

- Para uma fracgo de area AS desta Neste caso, o fluxo elementar é expresso por A¢ =
superficie, podemos escrever: E-AS - cos a.

Ap =E -AS -cosa Em médulo, temos:

- |Ap| = E - AS - |cos a|
Para a superficie toda, temos:

¢ = 2 Ap=>¢= Z(E -AS - cosa) Substituindo a expresséo (1) nesta ultima, vem:
_ . lol
|Ap| = K~?~AS- |[cosa| =

Sendo E e cos a constantes, podemos coloca-los em
evidéncia (fora da somatoria), ou seja:



Prof. Laerte Pereira

AS - |cos a|

8¢l =K -lQl-——7—  eq.2

Recordemos, agora, o conceito matematico
de angulo solido.

Define-se angulo solido (Aw) como o
quociente entre a area AS do elemento de superficie
subtendido pelos lados do angulo e o quadrado da
distancia d entre o elemento de superficie e o vértice
do angulo, ou seja:

AS

Aw=ﬁ

Dicas de ouro:
1. O éngulo sélido deve ser medido em
esterradiano (sr).

2. Quando se toma um elemento de area
AS da superficie, adequadamente
pequeno, podemos dizer que a
superficie da calota de area AS,
praticamente  coincide com a
correspondente superficie tangente de
area AS;.

AS. AS, AS,

Voltemos & anélise da expresséo (2). Como
0 elemento de area AS é adequadamente pequeno,
podemos aplicar a conclusdo da segunda
observacao, ou seja:

Aw = — eq.3

onde AS' se refere a area da superficie tangente
(perpendicular ao vetor-campo-elétrico E).
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Porém, o elemento de area AS, que aparece
na expressao (2), é perpendicular ao vetor-normal N.

Entao, observando a figura acima, podemos escrever:

AS'

5" |[cosa| = AS" = AS - |cos |

Substituindo este resultado na expressao (3), vem:

AS - |cos af
Aw =T eq.4—

Comparando as expressdes (2) e (4), concluimos que:

|A¢l =K -1Q| - Aw

ou

1

Apl =—-1Q| - A
1861 = 7—- 10l - 8o

O sinal de A¢ depende do sinal da carga
pontual Q. Poderemos, entéo, escrever:

1
A(]ﬁ—EQA(u

7. Fluxo através de uma superficie fechada

Calculemos, agora, o fluxo através de uma
superficie fechada em torno da carga pontual Q.
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Para um elemento de area AS, sabemos que o fluxo A = 1 0] - Aw
elementar & dado por: " 4me '
_ 1
A = e @A Como 0 angulo sélido & o mesmo tanto para

a “superficie de entrada” como para a “superficie de
saida”, podemos escrever:

|A¢entrada | = |A¢saida | eq.1

Porém, admitindo carga pontual positiva e
observando a figura, notamos que na “superficie de

entrada” o fluxo é negativo (o angulo formado entre N
e E & maior que 90°), enquanto que na “superficie
de saida” o fluxo é positivo (0 angulo formado entre

Para a superficie total, temos: Ne E é menor que 90°). Assim:
B _ 1
¢ = Z A= (4_7'[5 Q- Aw) = Adentraga < 0€ Apgaiga > 0 eq.2
1 ~
¢ = P Q- Z Aw Das conclusdes (1) e (2), podemos escrever:
Numa superficie fechada, o &ngulo solido central é de Adenrata = ~Adsaiva = |A¢entrada + Adsaiva = 0|
41 sr. Assim:
2 Ao = o = 41 Portanto, para a superficie total S teremos:

Substituindo este resultado na expressao anterior,

temos: Exemplo 1: Deseja-se calcular o fluxo total através
1 0 do cubo imerso num campo elétrico uniforme E,
p=—-0Q-4u=>|p =~ conforme a figura abaixo.
4me £ C G
8. Fluxo para carga pontual externa a superficie B H
E E
Quando a carga pontual é externa a — > —1
superficie, devemos inicialmente calcular os fluxos D F
para a superficie onde “entram” as linhas de campo e <+
para a superficie onde “saem” essas linhas e, em A" A
seguida, soma-los algebricamente. A E
Solugao:

E facil notar que so ha fluxo através das faces
ABCD e EFGH, pois, nas demais faces, o

N respectivo vetor area é perpendicular ao vetor
* - >, campo elétrico

E E-A-cos90°=0 — nasdemais faces

QOutra maneira é notar que as faces que
apresentam fluxo nulo ndo sdo, efetivamente,
“furadas” pelas linhas de campo, que sdo paralelas
Para cada elemento de area AS temos o mddulo do a essas faces.
fluxo dado por DroraL = Pascp + Peron

Observe que:
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¢ABCD =FE-A cos180°=—FA
¢EFGH =E-A-cos0°=+EA
$rota = —EA+EA=0

Assim, concluimos que o fluxo total através da
superficie fechada é nulo.

Interpretagdo: Simplificando, a grandeza fluxo
“conta” o numero de linhas que saem menos o
numero de linhas que entram na area fechada.
Conforme percebemos na situagdo acima, esse
valor é nulo.

_ ( Numero de ) _ ( Numero de )
~ \linhas que saem linhas que entram

Se houvesse apenas uma carga positiva +Q no
interior do cubo, o fluxo total seria positivo, pois s6
haveriam linhas de campo saindo através da
superficie do cubo.

8. LEI DE GAUSS - Eletrostatica

Carl Friedrich Gauss

A lei de Gauss € uma alternativa a lei de
Coulomb. Embora seja completamente equivalente a
lei de Coulomb, a lei de Gauss apresenta uma forma
diferente de expressar a relagao entre carga elétrica e
campo elétrico. Ela foi formulada por Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), um dos maiores matematicos de
todos os tempos.

Carga puntiforme no interior de uma superficie
esférica

A lei de Gauss afirma que o fluxo elétrico
total através de qualquer superficie fechada (a
superficie interna de um volume definido) é
proporcional a carga elétrica total (liquida) existente
no interior da superficie. Vamos iniciar com o campo
elétrico de uma Unica carga puntiforme positiva q. As
linhas de campo se irradiam para fora da carga
igualmente em todas as dire¢des. Colocamos essa
carga no centro de uma superficie esférica imaginaria

de raio R. O modulo do campo elétrico E em qualquer
ponto sobre a superficie é dado por

1 ¢q
"~ 4mey R?
O vetor E é perpendicular a cada ponto da superficie
e seu mddulo é sempre 0 mesmo em todos 0s pontos.
O fluxo elétrico resultante ¢ dado pelo produto do
modulo do campo elétrico E pela area total A =
4mR? da superficie da esfera:

q

b =EA = —
E 4mey R?

(4mR?) = 4 eql
€o

O fluxo elétrico é independente do raio Rda esfera.
Ele depende apenas da carga qexistente no interior
da esfera.

Podemos também interpretar esse
resultado com base nas linhas de campo. A Figura
mostra duas esferas com raios R € 2R, centralizadas
sobre a carga puntiforme q. Cada linha de campo
elétrico que passa pela esfera menor também passa
pela maior, de modo que o fluxo elétrico € o mesmo
nas duas esferas.

O que é verdade para a esfera como um
todo também é verdade para qualquer por¢&o de sua
superficie. Na Figura, um elemento de area dA é
assinalado sobre uma esfera de raio R e, a seguir,
projetado sobre uma esfera concéntrica de raio 2R,
desenhando raios que passam pelo centro e pelos
pontos limitrofes de dA. A é&rea projetada sobre a
esfera maior é claramente igual a 4 dA. Porém, como
0 campo elétrico de uma carga puntiforme é
inversamente proporcional a 72, o modulo do campo

sy . , 1 ,
elétrico sobre a esfera de raio 2R é " do mddulo do

campo elétrico sobre a esfera de raio R. Portanto, o
fluxo elétrico € 0 mesmo para ambas as areas e ndo
depende do raio da esfera.

O mesmo nimero de linhas de campo e
o mesmo fluxo elétrico passam através
de cada elemento de 4rea.
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Carga puntiforme no interior de uma superficie néo
esférica

A normal saindo da superficie

irregular forma um angulo ¢
=

com o vetor E. i;

Essa técnica de projecdo mostra como
generalizar a discuss&o para superficies com formas
nao esféricas. Em vez de uma segunda esfera, vamos
circundar a esfera de raio R com uma superficie de
forma irregular, como indica a Figura Considere um
pequeno elemento de area dA sobre a superficie
irregular; notamos que essa area € maior que um
elemento de &rea correspondente sobre a superficie
esférica que estivesse a mesma distancia de q. Se a
normal dA forma um angulo ¢ com o raio que parte
da carga g, a projegdo dessa area sobre a superficie
esférica mostra que dois lados se encurtam na medida
de cos ¢. Os outros dois lados nao variam. Portanto,
o fluxo elétrico através do elemento da superficie
esférica é igual ao fluxo elétrico E dA cos ¢ através
do elemento correspondente da superficie irregular.

Podemos dividir a superficie irregular inteira
em elementos dA, calcular o fluxo elétrico
EdAcos¢ para cada elemento e somar o0s
resultados fazendo a integral. Cada um dos elementos
de area se projeta sobre um elemento correspondente
da superficie esférica.

A projegio do elemento
de area dA sobre a
superficie esférica €

dA cos ¢.

Logo, o fluxo elétrico total através da
superficie irregular, deve ser igual ao fluxo elétrico
total sobre a superficie esférica, o qual éigual a g /¢,.
Portanto, a superficie irregular,

q

&, =¢FE- -di=—
=9 z

A Equagdo vale para qualquer forma e
tamanho da superficie, desde que esta seja fechada
e contenha uma carga g em seu interior. A
circunferéncia em torno do sinal da integral serve para
lembrar que a integragéo sempre deve ser feita sobre
uma superficie fechada.

Os elementos de area dA e os vetores
unitarios 7 correspondentes sempre apontam para
fora do volume delimitado pela superficie. Logo, o
fluxo elétrico é positivo nas areas sobre as quais 0
campo elétrico aponta para fora da superficie e
negativo quando aponta para dentro da superficie.
Portanto, E | é positivo nos pontos em que E aponta
para fora da superficie e negativo nos pontos em que

E aponta para dentro da superficie.

Se no interior de uma superficie ndo existe
nenhuma carga,

¢E=jﬁﬁ-d,cf=o

A relagdo anterior é uma afirmagédo
matematica de que, quando ndo existe nenhuma
carga em uma regido, qualquer linha de campo
produzida por uma carga puntiforme, no exterior
dessa regido, que entre na superficie em um dado
ponto, deve sair da superficie em outro ponto. Um
campo elétrico s6 pode comegar ou terminar em uma
dada regido quando existem cargas no interior dessa
regido.

Forma geral da lei de Gauss

Agora atingimos a etapa final para obtermos
a forma geral da lei de Gauss. Suponha que, no
interior da superficie, exista ndo apenas uma carga
puntiforme g, mas diversas cargas q4, q, g3, ... O
campo elétrico total (resultante) Eem qualquer ponto
¢ dado pela soma vetorial dos campos elétricos E das
cargas individuais. Vamos designar por Q;, a carga
total existente no interior da superficie;

Q=01 +q+qz+

Seja também E o campo elétrico total no
ponto da superficie correspondente ao elemento de
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area d4, e seja E; 0 componente perpendicular ao
plano desse elemento (ou seja, paralelo a dﬁ). Entéo,
podemos escrever uma equagao analoga a Equagao
@y = E - dA para cada carga com seu campo

elétrico correspondente e somar os resultados.
Fazendo isso, obtemos o enunciado matematico geral
da lei de Gauss:

Lei de Gauss:
Carga total no interior da superficie
> > Qint
&y = QF - dA = —=
€0
Fluxo elétril:o através de uma
superficie fechada de &rea A = l
integral de superficie de E Constante
elétrica

O fluxo elétrico total através de qualquer
superficie fechada ¢é igual a carga elétrica total
(liquida) existente no interior da superficie dividida por
SO.

ATENCAO As superficies gaussianas sao imaginarias
Lembre-se de que a superficie fechada na lei de
Gauss é imaginéria. N&o é necessario nenhum objeto
material na posi¢do da superficie. Frequentemente,
nos referimos a superficie fechada usada na lei de
Gauss como uma superficie gaussiana.

EXEMPLO 2: A Figura indica 0 campo elétrico
produzido por duas cargas puntiformes +q e —q
(um dipolo elétrico). Determine o fluxo elétrico
através de cada uma das superficies fechadas A4,
B,CeD.

SOLUGAO:

A lei de Gauss, afirma que o fluxo elétrico total
através de qualquer superficie fechada é igual ao
valor da carga elétrica total no interior da
superficie, dividido por €,. Na Figura, a superficie
A (em vermelho) engloba a carga positiva; logo,
Qi = +q; a superficie B (em azul) engloba a
carga negativa; logo, Q;x = —q; a superficie C
(em roxo) engloba ambas as cargas; logo, Qi =

+q + (—q) = 0; e a superficie D (em amarelo)
nao possui nenhuma carga em seu interior; logo,
Qit = 0. Portanto, ndo €& necessario fazer
nenhuma integragao e concluimos que

+q
Py =£—,
0
q
Ppp =~
0
q)EC = CDED =0.

Esses resultados dependem somente das cargas
existentes no interior da superficie gaussiana, ndo
da forma precisa de cada superficie.

Podemos  obter conclusbes  semelhantes
examinando as linhas de campo elétrico. Todas as
linhas de campo que atravessam a superficie A
apontam de dentro para fora, portanto, o fluxo
através de A deve ser positivo. De modo analogo,
a superficie B deve ser negativa, porque todas as
linhas de campo que atravessam a superficie B
apontam de fora para dentro. Tanto na superficie
C quanto na superficie D existe 0 mesmo nimero
de linhas de campo apontando para fora e para
dentro da superficie; logo, o fluxo através de cada
uma dessas superficies é igual a zero.

EXEMPLO 3: Considere uma carga pontual
positiva g localizada no centro de uma esfera de
raio r, conforme a figura abaixo.

Conforme vimos no capitulo anterior, 0 modulo do
campo elétrico sera:

1 q
4 - gy T2

As linhas do campo elétrico sdo direcionadas
radialmente para fora e, portanto, perpendiculares
a superficie em todos os seus pontos. Em outras
palavras, em cada ponto da superficie, E ¢
paralelo ao vetor A/Ti, em torno da superficie.
Portanto:
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N
® & (SUPERFICEE) = Z | Ey| - |AA; - cos 6]

i=1

Observe que o angulo entre o vetor normal a uma
area infinitesimal é paralelo ao vetor campo elétrico
em todos os pontos de sua superficie, assim:

6; =0°
Logo:

® £ (sUPERFICIE) = |E:] - ZMA

Observando a figura aC|ma conclmmos a soma
das areas infinitesimais sobre a superficie
gaussiana esférica sera igual & area superficial da
esfera, dessa forma podemos escrever:

N

Z'Ajil =41 - 12

i=1

Finalmente, podemos determinar o fluxo sobre
toda a superficie gaussiana.

N
¢E(SUPERFI’CIE) = |El| ’ (Zl“ﬂ)

i=1

1 q )

. = — 4T
¢E(SUPERF|C|E) 41T - £ 72

® e (suPERFICIE) = -~

Apesar de ter deduzido o resultado acima para
uma superficie gaussiana esférica, o professor
Laerte afirma que a lei de Gauss pode ser escrita
na forma:

¢E(SUPERFI'CIE) = f E-dd =22

Dica Geral: O fluxo elétrico liquido através de
qualquer superficie fechada em torno de uma
carga pontual g é dado por g/, e é independente
da forma da superficie em questéo.

1°) O fluxo através da superficie sera triplicado,
porque é proporcional a quantidade de carga no
interior da superficie.

2°) O fluxo nao sera alterado, porque todas as
linhas do campo elétrico originadas na carga
passam através da esfera, independentemente do
seu raio.

3°) O fluxo n&o sera alterado quando a forma da
superficie gaussiana for alterada, pois todas as
linhas do campo elétrico originadas na carga
passam através da superficie, independentemente
da sua forma.

4% O fluxo n&o sera alterado quando a carga for
deslocada para outra posigdo no interior da
superficie, pois a Lei de Gauss refere-se a carga
total envolvida, independente de onde a carga esta
localizada no interior da superficie.

EXEMPLO 4: Uma superficie gaussiana esférica
envolve uma carga pontual g. Descreva o que
ocorre com o fluxo total através da superficie se:
1°) a carga for triplicada;

2°) o raio da esfera for duplicado;

3°) a forma da superficie for alterada para um cubo;
4°) a carga for deslocada para outra posicdo no
interior da superficie.

Resolugao:

EXEMPLO 5: Determine o fluxo sobre as faces de
um cubo, quando colocamos a carga Q no centro
de uma de suas faces.

/]

Q

RESOLUCAO:

Se a carga esta no centro da face de um cubo, nés
construiremos outro cubo (imaginario) similar ao
primeiro de modo a envolver toda a carga.

e

[

r

[]
|‘ ’
v !

Q

.
A
A}

[}
[
L
[
1]
U

O fluxo total sobre os dois cubos sera:
drotaL = 2 - Peuso

Q

=2-
o dcuro

_Q
Peuso = 5 2
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Exemplo 6: Na figura temos uma carga +Q
localizada no centro de uma das arestas de um
cubo, conforme a figura abaixo. Sabendo-se que a
aresta do cubo é igual a A, qual o fluxo elétrico
através do cubo.

Q

ap=1
b)¢ = 5o
0¢ =0
hé=ca
e) ¢ = 12+
RESOLUCAO:

Se a carga esta no centro de uma das arestas do
cubo, nds construiremos outros trés cubos
(imaginérios) similar ao primeiro de modo a
envolver toda a carga, conforme a figura abaixo.

O fluxo total sobre todos os cubos sera:
¢rotaL = 4 - dbeuso

Q

4.
2 dcuro

Peuso =77~ %

RESOLUCAO:

Se a carga Q é colocada no vértice de um cubo,
mais sete cubos idénticos sdo necessarios para
incluir a carga completamente, em que dessa
forma temos um outro cubo em que a carga estara
em seu centro, em que dessa forma obtemos uma
superficie gaussiana com alto grau de simetria
conforme a figura abaixo.

/ /]

AR

|Q;,

O fluxo total através de todas as faces de 8 cubos
é dado por:

Q
¢rotaL = — = 8- deuso
&o

Peuso = 3~ 2

Esse fluxo emergindo igualmente através de trés
faces do cubo, enquanto as outras trés faces em
que a carga esta no vértice das faces o fluxo sera
nulo através delas. Portanto, o fluxo através de
cada uma das outras trés faces sera:

¢cuso = 3 - Prace

Q
8‘50

=3 - drace

Prace = 2 ¢,

Exemplo 7: Determine o fluxo sobre as faces de
um cubo, quando colocamos a carga Q em um dos
vértices do cubo.

Dica de ouro®: Passos para a escolha de uma
superficie gaussiana adequada a aplicagao da Lei De
Gauss:

1°) Pode-se demonstrar que o valor do campo elétrico
é, por simetria, constante sobre a porgdo da
superficie.

2°) O produto escalar E - dA pode assumir os
seguintes valores:

{F?-d/f = |E| - |d4|, 6 = 0°
E-dA=0,6=90

3°) O campo elétrico é igual a zero sobre a porgao da
superficie.
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A) CAMPO ELETRICO GERADO POR UMA CARGA o Qew
ELETRICA PONTUAL: ¢E(SUPERFICIE) = —50

O professor Laerte mostrara como se
determina o campo elétrico de uma carga pontual a |E| (4 -7?) = aq
uma distancia r conforme a figura abaixo. IR

5 1 q
|E'|_4'7T(‘3077

Exemplo resolvido 8: Uma esfera de raio
Renvolve uma particula de carga Q localizada em
seu centro, conforme a figura abaixo. Determine o
fluxo elétrico através de uma calota circular de
semiangulo de abertura 6.

O fluxo elétrico total do vetor campo elétrico

E(paralelo ao vetor normal da cada ponto da
superficie) em torno da carga sera dado por:

N
® & (supERFiCE) = Z | E;| - |A4; - cos 6] RESOLUGAO: Imagine uma superficie gaussiana
i=1 esférica em torno da carga mostrada na figura
Observe que 0 angulo entre o vetor normal a uma area abaixo. Devido a simetria esférica em todos os
infinitesimal é paralelo ao vetor campo elétrico em pontos da superficie esférica 0 médulo do vetor
todos os pontos de sua superficie, assim: campo elétrico sera constante e paralelo ao vetor

normal em cada ponto da mesma.
6;=0°
Logo:

N
® & (supERFiCE) = |El| . (ZIAiI.cos 0°>
i=1

Observando a figura acima, concluimos a soma das
areas infinitesimais sobre a superficie gaussiana
esférica sera igual a area superficial da esfera, dessa
forma podemos escrever:

N
Z|A/Ti =4m - r?|
i=1

Finalmente, podemos determinar o fluxo sobre toda a
superficie gaussiana:

Para a superficie esférica, podemos determinar a
relagdo entre os fluxos elétricos total e parcial
usando a definigao de fluxo elétrico:

Dpprcial = E - AparciaL

N
b (superricis) = |Ez|< |AI‘T1’|> Prora = E - Arora
i=1

13
Dparcial _ E - AparciaL

Drota. E - AtoraL

br(superrice) = |E| - (4m - 12)
E( )= E| PrarciaL _ ApaRciAL

DrotaL ArtotaL

Da lei de Gauss:
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Sabe-se que: de angulo de abertura iguais a @ e 8, que
A érea total serd igual a area da superficie esférica: correspondem aos angulos entre as linhas de
AtoraL = 41 - R? forgas e a reta que une as cargas.

Calota 1 Calota 2

A area parcial sera a area da calota esférica;
ApprenL = 2m-R - h

Por geometria elementar:

H
cosd =—=H=R: cosf
R ) i ;
Considerando-se que o numero de linhas que

Assim: atravessam ambas as calotas esféricas de

h=R—H=R—R-cosb aberturas iguais a « e 8, assim podemos afirmar

que o fluxo elétrico sera igual em ambas as

h = R(1 — cosf) calotas. Assim, podemos escrever:
Deaota) = Peaota)
Finalmente:
ApareiaL = 21 - R - R(1 — cos 0) & (1—rcosa) = L (1 —cosp)
2¢g 2¢

|APARCIAL =2m-R?-(1—cos 9)|

q1 - (1 =cosa) = q; - (1= cos )

Logo: a ;
Gparcia. 27 - R? - (1 —cos 6) q - sen” (E) = q, - sen’ (E)
DroTAL 4m - R?
Portanto:
PparciAL _ 1—cosf
Q/go 2 sen (E) = ﬂ -sen z
2 q> (2)

q
= .(1-
PrARCIAL 26 (1 —cos®)

Casos especiais:
9. Lei de Gauss para a Gravitagao (Nivel ITA - IME)

q
0 =90° = =
PrarciaL 2¢, Considere uma superficie fechada S,

denominada Gaussiana. Dentro desta superficie ha
uma massa interna (m;,,). De forma analoga ao

. o campo elétrico, um campo gravitacional pode ser
Comentario do Professor Laerte: O fluxo elétrico representado por linhas de forgas.

sobre a calota esférica (AB) sera um mesmo de um
disco de raio r (AB), ja que o numero de linhas que
atravessam ambas as superficies sao iguais.

o q
0 = 180° = ¢parciaL = —
&o

Exemplo resolvido 9: Duas cargas +q; € —q,
estdo colocadas, respectivamente, nos pontos A e
B. Uma linha de forga se origina na carga q,,
formando um angulo a com a linha AB. Determine
em que angulo essa linha terminara na carga —qs,.

A gl B2 B As | N, N
s linhas gravitacionais sempre estdo
of Q2 entrando na superficie Gaussiana, pois em gravitacéo
RESOLUCAOQ: Primeiramente, o professor Laerte as forgas sdo sempre atrativas. Considere o campo
escolheu duas superficies gaussianas em torno de gravitacional atuando na superficie da Gaussiana.
cada uma das cargas pontuais mostradas na figura Chamaremos esse campo de g. Analisando uma

abaixo, em que ele delimita duas calotas esféricas pequena porcdo da superficie acima:
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O fluxo que atravessa essa superficie é dado por:

do = |g| - |dﬁ|-c056

_ Mint
faw-m

O termo “C” € uma constante que vale:

€= (_ 47‘[1- G)

Assim, reescrevendo:

Mint

jg|§| . |E¢T|.cos€ =
Transformando em o termo integrante em produto
escalar:

-?gj-dff=—mint-4n-6

A expresséo acima é conhecida como lei de
Gauss para a gravitagao. Na aula de eletrostatica, a
lei de Gauss para a elétrica é praticamente idéntica.

Dica de ouro®: Vale ressaltar que a expressdo
acima sera Util somente em alguns casos. Os casos
mais adequados para seu uso sao:

e Problemas em que a superficie S apresenta
enorme grau de simetria.

e Problemas em que o campo gravitacional &
sempre perpendicular a superficie S.

e Problemas que  envolvem  fluxo
gravitacional.

Precisaremos calcular os campos gravitacionais
de inimeras distribuicdes de massa. Veremos quais
sao as distribuigdes adequadas para aplicar a lei.

EXEMPLO 10: Lei de Gauss para distribuices
esféricas.

Considere um corpo esférico de massa M e raio
R. Considere também uma gaussiana esférica de

raio x.
A

dA

Note que as linhas do campo gravitacional s&o
perpendiculares a Gaussiana. Aplicando a lei de
Gauss:

fﬁ-d/T:—mim-lm-G

jﬁ|§|-|dﬁ|-cos180°=—M-4n-G

O campo gravitacional g tem o mesmo valor em
todos os pontos da superficie gaussiana. Dessa
maneira, ele é constante na superficie da
gaussiana e, portanto, podemos retira-lo para fora
da integral.

|g*|-f|dff|=M-4n-G

Aintegral § | dA | é a propria area da gaussiana.
|gl-4nx?* =M -4 -G

-

G- Mintema
gl =———

x2

Note que pelo calculo da lei de Gauss para a
gravitagdo, o campo gravitacional para superficies
esféricas  possui  algumas caracteristicas
interessantes e muito importantes de serem
fixadas. Séo elas:

1. O campo gravitacional gerado por um
corpo esférico em um ponto do espago,
pertencente a uma gaussiana esférica
de raio x, s6 depende da massa interna
a gaussiana.

2. O modulo do campo gravitacional gerado
por uma distribuicdo esférica em um
ponto que dista x de seu centro, é o
mesmo gerado por uma massa
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puntiforme (de massa igual a massa EXEMPLO 12: Plano infinito
interna a gaussiana) no centro da esfera. L Gplano

Y

Prof. Laerte }
|
i

EXEMPLO 11: Bastéo infinitamente longo
Considere um bastdo infinitamente longo de
densidade linear de massa A. Considere o campo
gravitacional (gpastso) Causado pelo bastdo em
um determinado ponto P.

Considere  um plano infinito de densidade

superficial de massa . O campo gerado pelo

plano pode ser determinado utilizando diretamente

PI Gvasta a lei de Gauss.
bastdo

oo S

cee CIIIITD eee
A

Para determinar o campo gerado em P, devemos
escolher uma gaussiana conveniente para aplicar
a lei de Gauss. Se utilizarmos uma gaussiana
esférica, os pontos da barra terdo distancias
diferentes do ponto P e, portanto, o calculo do .
campo ficara muito complexo. Note que se fg* cdA=-my-4n- G
escolhermos uma gaussiana cilindrica, concéntrica
a barra, os pontos estardo a uma mesma distancia .
e 0 campo gravitacional sera perpendicular a Gplano * f | dA| =0 -nR?>-4m- G
superficie da gaussiana.

Utilizando a lei de Géuss:

Gpasta J‘dA A express&o da integral & numericamente igual a
bastao area das bases do cilindro.

T 1 A
,’ f P f I ! fldﬁ|=nR2+7tR2
| Prof. Laerte |,

|
|
|
oo CIIID | ... G - 27R? = 0 - TRZ - 47+ G
|
|

|

|

|

\ I I I L \/ |gplano=2'G'U'7T
o441 __L_3

Percebemos que a andlise feita por lei de Gauss é
infinitamente mais simples. Ndo foi preciso

Aplicando a lei de Gauss para a gravitagao:

ﬁ'dﬁ: —Mip - 41 - G nenhum calculo complexo de integrais e nem
A massa interna ao bast&o pode ser calculada por: determinar o campo do disco previamente. A
Mg aplicacdo da lei de Gauss & uma ferramenta
A= T importantissima para a prova do ITA.
f |G| -d4] - cos 180° = =2 -1-4n - G 10. ESFERA ISOLANTE:

O campo gravitacional ¢ 0 mesmo na superficie da
gaussiana e, portanto, podemos coloca-lo para
fora da integral:

Agora determinaremos o campo elétrico
originado por uma carga q distribuida uniformemente
no volume de uma esfera de raio R e um ponto de

- S observagdo a uma distancia r do centro da esfera.
Yvastao * jg | dA| =A-l-4m-G Devido a simetria esférica a superficie gaussiana sera
A'integral a ser resolvida é numericamente igual a também esférica com o vetor normal a éarea
area lateral da gaussiana cilindrica. apontando para fora dessa superficie.
|dA| =A=2m-x-1 1° caso: Pontos externos a esfera
Dessa forma, o campo do gerado pelo bastéo é
dado por:
- 2-1-G
Ybastso = X
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O fluxo total sobre a superficie gaussiana sera:

N
Py (superricie) = Z |E;| - |a4;] - cos 6;

i=1

Observe que o angulo entre o vetor normal
a uma area infinitesimal é paralelo ao vetor campo
elétrico em todos os pontos de sua superficie, assim:

6; =0°
Logo:

N
Py (superrice) = |Eil Z | AA; - cos(0°)
-1

Observando a figura acima, concluimos a soma das
areas infinitesimais sobre a superficie gaussiana
esférica sera igual a area superficial da esfera, dessa
forma podemos escrever:

N
Z|A/Yi| =4m-7?
i=1
Logo, o fluxo elétrico seré:

@ (supErFiciE) = |E| - 4m 72

Da lei de Gauss:

S Q

Podemos escrever esse campo em fungdo da
densidade volumétrica de cargas:

4

— _—  — 3
9‘4_71 3=>Q—p 3 R
3
4T 4
o p =R
B = gy = o3

AT - gy 1% AW - gy - T

o (PR 1
#1=(5%) =

2° caso: Pontos internos a esfera

Seja a carga envolvida pela superficie
dEnv

gaussiana. Podemos determinar a carga envolvida
usando a densidade volumétrica de cargas p. Seré:

_carga
p_volume
p= Q  dewy
T4m . 4m .
3R 3T

Q-3
qENV=T

Aplicando-se a lei de Gauss:

_ Y9env
€o

@ (superFicE) = |E| - 4m - r?
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Q-r?
|E|'41r p2 = R
€o

Bl = (o) 7 < B

4'”80 * R2
Outro modo de expressar 0 campo sera:
0 4r R3
= —3 = —_
PTa T TP

3
O campo elétrico pode ser expresso da forma:

Q-r (p-%-Rg')-r
- 4T - & - R3

A=2
|E| = 3 (r<R)

Observe o grafico do campo elétrico em fungéo do raio
T

+E()

Emax
E~r E~1/r

[

0 R T

Exemplo resolvido13 (RUSSIA) Dentro de uma
esfera carregada com densidade volumétrica
constante igual a p, existe uma cavidade esférica.
A distancia entre o centro da esfera e o centro da
cavidade é igual a a. Demonstre que a intensidade
E do campo elétrico dentro da cavidade é igual a

o p-ldl

|E| - 3. £

e tem sentido da reta, que une os centros das
esferas.

Resolugdo do Professor Laerte:

Para resolver este problema usaremos o principio
da superposi¢do entre duas distribuicdes esféricas
dielétricas de densidade volumétrica de cargas
iguais a +p e —p. Conforme demonstrado
anteriormente para uma esfera dielétrica o campo
elétrico em seu interior seré dado por:

p-T

E=
3'50

Observe a figura abaixo:

o D

O campo resultante no interior da cavidade
esférica obtido por;

Ex=E, +E_
Em que:
- p ° ?
EF, =
+ 3 * 80
- p ° ?,
E_ =-—
3 * 80
Finalmente:

. -(F -7
B p-( )

R =
3'50

Pelo diagrama vetorial podemos escrever:

F=da+7
a=7r—-7
Finalmente:
- p * a
E p—
2 3 * 80

Dica de ouro¥:

O campo elétrico & uniforme no interior da
cavidade e tem dire¢do da reta que une o centro
da esfera e da cavidade esférica.

v

T

;

Xy

~~—>
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Exemplo resolvido 14: Uma esfera isolante de raio
R, uniformemente eletrizada com densidade
volumétrica de cargas +p, teve uma cavidade
esférica de didmetro R aberta em seu interior,
como mostra a figura abaixo. Um péndulo simples
que normalmente oscila 30 vezes por minuto sob
acdo exclusiva da gravidade, foi colocado no
interior da cavidade e passa a executar 90
oscilagdes por minuto, devido a a¢do do campo
elétrico que a esfera isolante causa no interior da
cavidade. Determine 0 modulo de carga elétrica da
esfera pendular.

Dados:

m=massa da esfera pendular;

&= permissividade elétrica no interior da cavidade;
g= gravidade local.

) 24m-g-€
PR

b) 12m-g-€
PR

C) 48m-g-p
R-€

d) 36m-g-&
PR

) 24m-g-&
PR

Resolugéo do Professor Laerte:

Lembrando que a frequéncia de um péndulo
simples em um local em que a aceleragdo da
gravidade é igual a gé dada por:

1 g
[ =2 \L

Em resumo, podemos afirmar que se a frequéncia
aumenta, é porque a aceleragao local aumentou,
ou seja, as forgas elétricas e peso se somam, 0 que
significa que E tem mesmo sentido que a forga
elétrica, de onde podemos concluir que a carga q
é positiva.

Logo, para a situagao inicial temos:

1 g

h=2 1

Para a situagao final temos:

1 "+9
=

Em que g’ é o modulo devido a atuagdo da forga
elétrica, assim:

g’+g=<é)2=9
) fi
9 =89

Temos que:
Fp=q-E=m-g'

Sabendo que o campo elétrico no interior da
cavidade ¢ dado por (lei de Gauss):

R
g=Pt
bgg
Obtemos finalmente:
_m-g’ m-8g 48m-g-¢
~E  pR— Rep
6¢g,

EXEMPLO 15: PLANO CONDUTOR INFINITO
Uma das principais aplicagdes da Lei de Gauss
sera um plano condutor plano infinito carregado
com uma densidade superficial de cargas uniforme
o conforme a figura abaixo.

A superficie gaussiana adequada sera um cilindro
de area da seccdo transversal A devido a simetria
da mesma e a necessidade de calcular o fluxo em
apenas trés superficies. Observe a figura abaixo:

E E
o) JA
ﬁ\z 3—@ @—vz ﬁ1
|/ {
AL A
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O fluxo elétrico sera calculado sobre as bases do
cilindro e superficie lateral do mesmo.
q)LATERAL =F-A- COS(90°) =0 N . mZ/C

CDBASE =F-A 'COS(OO) =F A

Finalmente, o fluxo total sobre a superficie
gaussiana:

DroaL = Paase(1) T Poase(z) T PrateraL(3)
O =E-A+E-A+0
DroraL = 2E - A
Lembre-se que a densidade superficial de cargas

sera:

qENV
0=T=>QENV=U'A

Da lei de Gauss, podemos escrever:

qENV
ProtaL = ——
&o
0' .
2E-A =
€o
. o
- 2 * 80

EXEMPLO 16: LINHA INFINITA DE CARGAS

Na figura abaixo, o professor Laerte mostra uma
linha de cargas infinita de densidade linear de
cargas igual a A uniformemente distribuida. Como
a linha de cargas & infinitamente longa, o campo
elétrico € o mesmo em todos os pontos
equidistantes da linha, independentemente da
posigao vertical do ponto. Assim, como a carga
esta uniformemente distribuida ao longo da linha,
a distribuicao de cargas tem uma simetria cilindrica
que sera adequada a aplicggéo da Lei de Gauss.

A
nzT

+ + +®

b3
my

+
::>\\

[ ——— T ——»

o000+ + -+

O fluxo total seré dado por:

Drorar = ‘DTAMPA(ZB) + P arerar

Observe que ®r,yp4(23) representa a soma

dos fluxos nas tampas do cilindro escolhido como
superficie gaussiana:
¢TAMPA(2'3) = E . ATAMPA . COS(90°)

Prampa23) =ON- m?/C

Agora @, 4rerar representa a soma dos fluxos na
superficie lateral do cilindro escolhido como
superficie gaussiana:

N
D, arERAL = |§1| Z |A/Ti| - cos(0°)

i=1

A soma das areas infinitesimais na lateral do
cilindro sera:

N
5
| AAi| = ALATERAL
i=1

q)LATERAL =E- ALATERAL

Lembrando-se que a area lateral do cilindro sera:

2111

o

Aparerar =217 H

Dessa maneira, podemos escrever:
D, yrprar = E - (2 -7 H)

Logo, o fluxo elétrico total sera dado por:
Prorar = Prampa23) T Prarerar

CDTOTAL=0+E‘(2T[‘T‘H)

|CDT0TAL =E'(27T‘T‘H)|

Sabe-se que a densidade linear de cargas (1) é

dada por:
1= qenv

H

= ggnvv =A-H

Da Lei de Gauss:
denv

DProra, = ——
€o

A-H

E-Q2m-r-H)=
€o

_ A
T 2megy-T
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11. Campo elétrico na superficie de um condutor

Considere um condutor de forma irregular
carregado. A densidade superficial de cargas varia de
ponto a ponto. Tomemos um pequeno elemento de
area carregado com densidade superficial igual a o.
Vamos construir uma superficie gaussiana de forma
cilindrica. O campo elétrico na superficie do condutor
é perpendicular a superficie no ponto considerado. O
fluxo elétrico neste caso s6 possuira contribuigdes nas
bases do cilindro pois o campo elétrico é
perpendicular ao vetor normal da superficie lateral do
cilindro.

DProraL = CDBASE(LZ) + @ areraL
Nas bases do cilindro infinitesimal, temos:

Dpase) = Egxr * Apasg - €0s(0°)

Ppasp1) = Epxr 'A|

DPpase2) = Eint - Apase cos(0°)

Dpuse2) = Eine - A=0N- mz/C|

Na superficie lateral do cilindro:

Dy argrar = E - Aparerar - €05(90°) = 0N -m?/C
Finalmente:

|¢'TOTAL = Epxr 'A|
Da Lei de Gauss:

denv
Drorar =
0
Lembre-se que:
denv
=72 = gy =04
Da Lei de Gauss:
denv
Drorar = c

O‘-

Egxr - A= <
0

E o
EXT =

&o

Observagoes:

O campo elétrico varia descontinuamente na
superficie de um condutor elétrico. Vimos que dentro
do condutor o campo elétrico é nulo e em sua
superficie externa ele € maximoevale E = ¢/¢,. Na
verdade, o campo elétrico decresce de E = o /¢, até
um valor nulo em uma camada de espessurade 4 a 5
didmetros atémicos.

Condutor com forma esférica

Afigura a seguir pode ser considerada como
um condutor esférico maci¢o ou uma casca esférica,
ou seja, uma esfera com cavidade.

a) pontos externos ao condutor esférico (r > R)

Considere uma carga Q uniformemente
distribuida sobre a superficie externa de uma esfera
de raio R e p um ponto a uma distancia r do centro
da esfera. Construindo uma superficie Gaussiana
passando por p, conforme figura acima temos:

fﬁ-dﬁ:gz Eoaa=2
&o &o

Q 1 0
E-4nri===E= = (r>R
i N 41e, T2 4 )

b) Pontos na superficie do condutor esférico (r = R)

Agora repare que as cargas na superficie da
esfera apresentam densidade superficial constante,
uma vez que a distribui¢&o é uniforme.
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Q
4mR? 1 Q
E, = = =R
$ £ $ 4mey R2 (r=F)

Forga sobre uma superficie eletrizada

Nos sabemos que cargas de sinais iguais se
repelem e desse modo uma pequena regido
superficial AA de um condutor eletrizado é repelida
por todos os outros elementos de cargas do restante
da esfera condutora conforme figura a seguir.

- AA c
. ES [ p—
g0

AA 4

Sabemos que a intensidade do campo

elétrico na superficie da esfera vale Es=£i,
0

enquanto que dentro da esfera vale E = 0. A questdo
aqui é qual valor que deve ser usado para calcular a
forga sobre cada elemento de carga?

Na realidade cargas superficiais ndo se
encontram numa camada de espessura nula. Cargas
na superficie de um metal podem estar distribuidas
através de uma camada de varios angstrons de
profundidade. A figura a seguir mostra uma pequena
porcdo da esfera ampliada mostrando o campo

elétrico dentro, no interior da camada de atomos e na
superficie do condutor.

(&)

E“5 = —

€o
Campo elétrico
Regido dentro da camada
interna de atomos E =—
€
_ Regido !

E=0 externa

Camada de atomos que
formam a superfice do
condutor

Como estamos considerando  uma
distribuicdo de cargas numa camada de espessura
muito pequena, mas finita (Ar), podemos desprezar
a curvatura da superficie e considerar cada elemento
de superficie AA como uma camada plana. Assim,
baseado na lei de Gauss podemos mostrar que o
campo elétrico cresce linearmente através da camada
atingindo seu valor méximo na superficie externa
conforme figura acima.

Assim a intensidade do campo elétrico
médio nessa camada de cargas é dada pela média
aritmética dos valores extremos.

o
_0+E, O+ts o

m 2 =k, = >

A forga experimentada por um elemento de
carga Aq distribuido em cada elemento de superficial
AA é dado por:

o
0

Usando o conceito de densidade superficial temos:

_Aa Ag = oAA
G—Eﬁ q=o

Substituindo na equacao de forga vem:

g g
FZAQEﬁFZO'AA—

0 2g
F  o?
AA  2¢,

A expressdo acima que fornece a forga por unidade
de area recebe o nome de tensdo ou pressiao
eletrostatica.
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O campo elétrico resultante imediatamente
fora da superficie é dado por:

g

Eresutanteemm = —
€o

~ F 2 o
Na equagao i zUT podemos substituir o valor de
0

o, obtendo:
2
(&0 Eresuttante)
P=——7——7—
2¢,
P, = —g,E2
e 2 0~resultante

Para um corpo metalico carregado, em
qualquer ponto de sua superficie, a press&o elétrica é

~ F o2 ~
dada pela equagdo — = — ou pela equagao P, =
AA 2&g
1 . . ~ ;
;soErﬁsu,tame. Como discutido, essa pressdo é
causada pelas cargas presentes nas outras partes do
. F o2 ~ Lt
corpo. A equagédo ViSET fornece a pressao elétrica
0

em termos da densidade superficial de carga do corpo
no ponto local da superficie, enquanto a equacéo
1 ~ sy

3 eoEquane TONECE a pressio elétrica em termos do

campo elétrico resultante imediatamente fora do ponto
da superficie do corpo onde a presséo elétrica esta
sendo exercida.

EXEMPLO 17: Uma esfera condutora de raio R é
cortada em duas metades iguais que sdo mantidas
pressionadas juntas por uma mola rigida dentro da
esfera.

a) Encontre a mudanga de tensdo na mola se a
esfera receber uma carga Q.

b) Encontre a mudanga de tensdo na mola
correspondente & carga maxima que pode ser
colocada na esfera se a rigidez dielétrica do ar que
circunda a esfera for E,.

Resolugao:

A pressdo eletrostatica na superficie da esfera
carregada com densidade superficial o é dada por:

0.2

T 2,

A carga infinitesimal (Ag) em uma drea
infinitesimal AS é dada por:
Ag=0-AS

A forca infinitesimal AF na dire¢do radial € dada
por:

0.2
AF=P-AS=<—)-AS
2¢g,

Levando-se em conta argumentos de simetria a
forca resultante que atua sobre os hemisférios ao
longo do eixo x é dada por:

0.2
F = E AF -senf = —- E AS - senf
- 2ey L
13 13

Lembre-se que a area projetada é dada por:
Z AS - senf = Apposerapa = 7 - R?
i

F—ZAF 6= (x RY
= . sen _250 T
L

Lembrando:
Q

T r?

Logo:
0.2 QZ
= - . 2 =
F 2¢, (- R%) 32m - &y - R?

b) Conforme anteriormente, 0 campo elétrico na
superficie externa de um condutor é dado por:

OMAX

E, = = oyax = o - Eo

€o
QMAX=UMAx'47T‘R2=(£0'E0)'47T‘R2

_ (QmAx)z _ (50 “Ey -4 - R2)2
32m - &y - R? 32m - &y - R?

_m-gy - Ef - R?
B 2
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EXERCICIOS

1. Determine o fluxo elétrico sobre a superficie S=
2], sabendo que o campo elétrico sobre a superficie

édadopor: E =1 — 7] + k?

2. (ITA-2000) Um fio de densidade linear de carga
positiva A atravessa trés superficies fechadas A, B €
C, de formas respectivamente cilindrica, esférica e
cubica, como mostra a figura. Sabe-se que A tem
comprimento L= didmetro de B= comprimento de um
lado de C, e que o raio da base de A é a metade do
raio da esfera B.

A B ¢ A
- AL
N\

Sobre o fluxo do campo elétrico, @, através de cada
superficie fechada pode-se concluir que:

a) Py = Py =P
b) D, > by > D
0) ®, < by < B,
)24 =, = 0

e)qh =:2¢B =(DC

3. Um corpo hemisférico de raio R é colocado em um
campo elétrico uniforme de médulo E conforme a
figura abaixo.

E

>

\/

\

\

Determine O fluxo elétrico total no interior da
superficie hemisférica fechada.

4. A figura a seguir mostra duas superficies
gaussianas: uma delas é clbica de aresta d e uma
esfera de didmetro igual a d. A carga elétrica liquida
envolvida por ambas as superficies é igual a Q. Se
@ denota o fluxo elétrico no cubo e @, denota o
fluxo elétrico da esfera. Qual a relagéo entre os fluxos
elétricos em ambas as superficies?

VYesonseseeew

C) D, = O
g0c=(2) 0,
00c=(9) 0,

5. Calcule o fluxo elétrico sobre uma superficie
gaussiana de area Aque envolve um dipolo elétrico
em que cada carga do dipolo possui uma carga de
médulo igual a q.

a)d; =0
b)¢5=fn;i
c)¢5=%
d) o = 2%
e)¢5=%

6. Um quadrado de lado d, feito de uma fina placa
isolante, esta uniformemente carregado com uma
carga Q. Uma carga pontual g esta localizada
simetricamente sobre o eixo normal do quadrado a
uma distdncia d/2 da placa. Determine a forga
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atuando sobre a carga puntiforme gq.(k, = d) WRZ+y?
constante eletrostatica) €
*q

; 9. Uma superficie plana infinita, uniformemente
: carregada com densidade superficial o, tem uma
§d/2 parte envolvida por uma esfera de raio R, centrada em
um ponto situado a uma distdncia x do plano,

Q conforme mostra a figura. Determine o fluxo do campo
elétrico através da superficie esférica.

7. Um fio infinito tem densidade linear de carga 1 e
esta em contato com uma aresta de um cubo,
conforme figura. Determine o fluxo elétrico através da
superficie S. e,— permissividade elétrica.

Fio L e

infinito P
4 Y 2mR%2.0
\S b) g0
(R—2x)2.
C) T (Rg:) o
. . . n-(R?-x2)-0
8. Uma longa linha tem densidade linear de carga A e d) -
esta localizada a uma distancia y de um ponto O. ’
Considere uma esfera imaginaria de raio R, com e) 2m(R?-x%)-0
centro no ponto O e R > y. O fluxo elétrico através €o
da superficie da esfera e: 10. (KUMAR SHARMA) Uma carga puntiforme +q

encontra-se a uma distancia d do centro de um disco
circular, de raio R, sobre 0 seu eixo. Se a
permissividade elétrica do meio vale &, determine o
fluxo do campo elétrico gerado por essa carga através
desse disco.

+q@
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11. Uma carga elétrica +Q se encontra no centro de
um cilindro de altura d e raio R. O professor Laerte
pede que vocé determine o fluxo elétrico através da
superficie lateral do cilindro.

H=2d

12. Um fio ndo condutor, infinitamente longo, é
paralelo ao eixo de uma esfera. A linha infinita de
cargas possui uma densidade de carga igual a 4. Ele
perfura uma fina camada esférica ndo condutora de
raio R, de tal forma que o arco PQ subtende um
angulo de 120°no centro O da casca esférica, como
mostrado na figura. A permissividade elétrica do
vacuo € &,. Qual o valor do fluxo elétrico sobre a
casca esférica?

2\ AZ
P
R
120°C 3O
Q

a)d = LR
€0
b)q)zzvaR
€o
C)q)::V§AR
€o
2-AR
g o=
e)d = V5AR

13. Na figura estd esquematizado um cubo de aresta
d, com um dos seus vértices na origem de um sistema
de coordenadas cartesianas x, y e z. As arestas do
cubo sdo paralelas aos eixos coordenados. Um fio
retilineo r, paralelo ao eixo z, passa pelo centro
geométrico do cubo e esta eletrizado com densidade
linear de carga A. O plano xz esta carregado com
densidade superficial de carga o. Supondo que o
meio seja 0 vacuo e sabendo que o campo
eletrostatico gerado por um plano uniformemente
eletrizado é dado por E = i o fluxo do vetor campo

eletrostatico resultante na face ABCD, é:

dz
v

od? Ad
AP =+
b) @ = ZC 4 24
- 4-£9 &0
o-d?
c)d = e
do=22
)
.d? .
o) d=2L 42

2-g9 T-EQ

14. Determine o médulo da forca por unidade de
comprimento exercida por uma lamina dielétrica
delgada, carregada uniformemente com densidade
superficial de carga o sobre um fio muito longo,
carregado uniformemente com densidade linear de
carga A.

gl

a)—

€0

gl

b) —

2¢gg

[

c) —

ey

oA
2m-gg

d)

e) Ndo se pode encontra a resposta sem que seja
fornecida a distancia entre a lamina e o fio.
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15. Dois fios mutuamente perpendiculares com 17. Considere um fio muito longo de comprimento b,
densidade linear de cargas A1 e A2 estdo com densidade linear de carga A. Determine o fluxo
representados na figura abaixo. Entre varias linhas de elétrico através da superficie quadrada de lado b,
forga que representam os campos elétricos, ha a linha localizada a uma distancia d, a partir do seu centro,
m que passa pelo ponto de intersec¢do dos fios. do fio.

Determine o valor do angulo @ em fungéo de 41 e A2

e das constantes pertinentes. )\

C:Cento do quadrado

16. Considere um fio retilineo infinitamente longo
uniformemente eletrizado com densidade linear de
cargas positiva +A, imerso no vacuo, cuja
permissividade elétrica vale &,. Uma particula
puntiforme de massa me carga elétrica —q descreve
um MCU de raio R em volta desse fio sob acéo
exclusiva da atragdo eletrostatica exercida por ele. O

18. Na figura abaixo, temos uma carga Q no centro de
um cilindro de altura H = 2R e cuja base é uma
circunferéncia de raio v = 2+/2R. Determine o fluxo
elétrico através da area lateral do cilindro.

periodo desse MCU corresponde a: .
v
r—!
* [

—
f
\

—-q

=
[+ + + + + +[+T+[+ + + + +]

H
_¢_f——* ——

— ™
2mmeg
0
b) 4TR - 2mTmeg b) — Q
T Aq 2¢gp
Q
0d=—
2R - [0 1 =5,
me d &= 4QTO
d) 2nR - ”M"
=2
e) 5¢&o
e) 4nR - |0

~
2
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19. (H. MOYSES) Uma esfera uniformemente
carregada com densidade volumétrica p contém em
seu interior uma cavidade esférica. Mostre que o
campo no interior da cavidade é uniforme e é dado por

E= pcf/(3£o), onde d & o vetor que liga os centros
das duas esferas (figura). Sugestdo: Use o principio
de superposigao.

-

20. Uma esfera maciga isolante de raio R, eletrizada
positivamente com densidade volumétrica de carga
+p, tem em seu interior uma cavidade vazia de
diémetro R. Uma carga puntiforme +q foi
posicionada no interior da cavidade a uma distancia
d <R/4 do centro da esfera, num meio de
permissividade elétrica ¢. A intensidade da forga que
atuard na carga puntiforme +q seré:

21. Um aluno muito curioso estava estudando
eletricidade e teve uma ideia nada convencional. Ele
imaginou duas esferas de mesmo raio R e com
distribuigbes volumétricas de carga +p e —p,

respectivamente, e que estdo posicionadas de forma
que se sobreponham parcialmente. Chame o vetor do

centro positivo até o centro negativo de d (alinha que
liga os centros €& horizontal). Nesta regido de
intersecdo ele imaginou um péndulo simples
(carregado) e este comega a oscilar com angulos
pequenos. Se m é a massa do péndulo, g é o médulo
da gravidade na regido, [ € o comprimento do fioe T
é o periodo das pequenas oscilagdes, o garoto pode
afirmar que a carga do péndulo é dada por:

22. Uma esfera dielétrica de raio R contém uma carga
total de —@Q, distribuida uniformemente por todo o seu
volume (isto é, a densidade volumétrica de carga p é
constante). O modulo do campo elétrico no ponto P,
a uma distancia r < Rdo centro da esfera, é igual a:

C
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1 Q
4mey R3

1. 2
4mey R3

)1 .9 .3
amey R3

1
4TEQ

d)

‘KNlo

23. Considere um cilindro dielétrico com densidade
volumétrica uniforme p de raio R, calcule 0 modulo do
campo elétrico para duas situagdes distintas.

a) Ponto externos do cilindro (r = R);
b) Pontos internos do cilindro (r < R).

24. Um feixe de elétrons é focalizado em fungéo de
uma carga volumétrica positiva distribuida ao longo de
um cilindro. Determine a distancia D onde os elétrons
se focalizam, sabendo-se que na entrada a velocidade
é V e a densidade de carga positiva é p.

<

Dados:
—e — carga do elétron
m — massa do elétron
&9 — permissividade elétrica
A - [

c
<
N|=|
N
SAE]
e

o

V- 2m-gg

IS
©
®

d) V- . Mg

2y pe

e) V- 2m-gg

8 4 pe

5

25. Um invélucro esférico fino e uniformemente
carregado de raio R tem uma densidade superficial de
carga uniforme de o por unidade de area. E feito de
duas conchas hemisféricas, mantidas unidas

pressionando-as com forga F. Encontre o valor da
forca F.

26. Considere uma esfera oca condutora carregada
com +@Q. Conforme a figura, é dado um corte a uma
altura h acima do centro da esfera. Determine a carga
q necessaria que devera ser colocada no centro para
que as esferas ndo se separem.

27. A figura representa um elipsoide metélico, com
densidade superficial de carga o. Sendo ¢, a
permissividade elétrica, determine a forga de repulsdo
(em mddulo) entre as partes do elipsoide, isto é, a
parte de cima do plano xyz e a parte de baixo do
plano xyz.

z

X

2
a)=—-VaZ + b? + c2

2¢&g

b) LA Py iy T

2¢&g

52
0= .a-b
2¢&g
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=% (ab + c2)

2&p

)n-az a*+b*+c*
2gg  aZ+b2+c?

Dica: Use o conceito de pressao eletrostatica.

28. Considere uma placa infinita, de espessura 2h,
uniformemente carregada com uma densidade
volumétrica p. Fez-se um furo de pequeno didmetro,
perpendicular a placa, conforme ilustrado na figura a
seguir. Se uma pequena carga —q, de massa m, for
abandonada no ponto A, ela iniciara um movimento
harménico simples, cujo periodo é indicado na
alternativa.

A
++++++++ [l + 4
+++++++ [l 2h
+t++++++ [+t ++++ 0 PR
aT=mn =
ap
b) T = 21 | =
2qp
T |me
cTz—/—
) 24/ ap
d)T =2m &=
qap

29. (H. MOYSES) Uma camada carregada infinita
compreendida entre os planos y=—a e y=a
(figura) tem densidade volumétrica de carga
pconstante. Nao hé cargas fora dela. Calcule o campo
elétrico Edentro, acima e abaixo da camada.

AY
a

Y
=

)
Ly

—d

30. Determine 0 modulo do campo elétrico no centro
de um cubo de lado a, cujas cinco faces estdo
carregadas uniformemente com uma densidade
superficial o, e cuja sexta face esté descarregada.

a)—

2¢&g

o
) 5e

g
) 2o

d)a

a
e) a
31. Na Figura, determine o0 mddulo do campo elétrico
no ponto P, criado por uma placa infinita muito fina,
com densidade superficial uniforme de cargao = 4 -
10719 C/m?. Adistancia do ponto P aoplanoé d =
10 cm. (k =9-10° N-m?/C?)

P

/o0

a) 20,6 N/C
b) 22,6 N/C
¢) 24,6 N/C
d) 26,6 N/C
e) 28,6 N/C

32. Demonstre que, se 0 campo elétrico produzido por
uma carga pontual é dado por

Q

" 4meyr2teo’

em que &, € um numero pequeno, entdo néo se pode
validar a Lei de Gauss.

Sugestao: Avalie o fluxo total que atravessa uma
superficie esférica que rodeia a carga Q.
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GABARITO
1. Na aula

2. Pela Lei de Gauss sabemos que o fluxo é
proporcional a quantidade de carga dentro da

superficie Q:
Jinterna
b, =
O.E €
L2
A~ P
_ Dyl _ LA _
B — € - & - A
_ach LA
c — € - & - A
Gabarito: A
3.Na aula

4. Resolugdo Comentada:

Os fluxos elétricos nas superficies sdo iguais, pois a
carga elétrica envolvida por elas ¢ igual. Logo:

Q
Desrerp = Peugo = —
&o

5. Resolu¢ao Comentada:

A carga liquida no interior da superficie gaussiana é
dada por:

Qewvv =+q+(—q) =0

O fluxo elétrico através da superficie gaussiana sera
dado por:

Dy = Qi”" = 0N-m?/C?
0

6. Resolugdo Comentada:

O fluxo através de um cubo de lado d que envolve a
carga q é dado por:

q
Deyso = o= 6 - Dppce
0

n

q -
(DFACE=6_€ =Z|Ei|'AAi'COSQ
o =

Sobre o0 elemento infinitesimal de area ha uma carga

dada por:
o9 |Aq|
T d? A4
|Aq| = o - AA;

A forga sobre um elemento de carga AA; é dada por:

|AF| = |aq] - |E| = o - a4 - |E]

Por simetria, percebemos que apenas o0s
componentes verticais de |A13i| vao contribuir para a
forga resultante |Fy|:

n
|I3R| = ZlAﬁi . c059|
i=1

n

|I3R| =Za-AAi . |El| -cos @

i=1

n
|ﬁR| = 0-<Z|Ei| - AA; -cose)
i=1

= _ . _O-‘q
|Fel = 6-5 6-¢
g1=9. 9
|FR|_d2 6-80

7. Resolugdo Comentada:

A carga elétrica em um comprimento L sera dada por:

A=%zQ=l-L

Pela simetria do problema, o fluxo total ®qgra. €sta
relacionado ao fluxo na superficie escolhida (®)da
forma:

Q
Prota =~ =8-@
0
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8. Resolucao Comentada:

x*+y?=R>= x=,/R2—y?

/1=Q§zv=>QENV=2'A'\/R2_y2

@

=QENV=2"1'\/R2_y2
&o

&o

9. Resolugao comentada:

R?=x>+1r?=1r?=R%?—x?
A=m-r>=m-(R?-x?)

_ Qenv

1 = Qv =0-A=0- -1 (R*—x?)

® _ Qe _o-m (R —x%)
E7 g o

10. Resolugdo Comentada:

1
r = (d*+ R?)2

d d
cosf =—=

1
" (d2+R2):2

Envolvendo a carga por uma esfera de raio r,
podemos calcular o fluxo elétrico sobre a calota
esférica de abertura angular 8, como ja visto na teoria:

a q d
CDCALOTAzg‘[l—COSQ] :E.[l_ﬁ]
’ 0 d? + R?)2

Como o numero de linhas de for¢a que atravessa a
calota esférica € idéntico ao nimero de linhas que
atravessam o disco, podemos escrever:

d
Depora = Ppisco = 2ey 1- 1
(d? + R?)2

11. Resolugdo Comentada:

Do problema resolvido anteriormente, podemos
escrever:

q d

Ppisco = [1 - 1
f|  (d2+R2)2

0O fluxo total através do cilindro é dado por:

DroraL = 2 - Ppisco + PrateraL

q q d
o =25 |13t Pumera
€o €o (d? + R2)2
q d
D ATERAL = P O
0L(d? + R?)z
12. Resposta: C
Resolugdo Comentada:
x V3
sen(60)_E=>x—R-7
L=2x=R-3
_ Qenv _ _
A=—==Quw=2-L=2-R-V3
Qenvv _ A-R-3
CI)E = =
€o &o

13. Resolugdo Comentada:

O fluxo elétrico que o plano promove através da face
ABCD é dado por;

DHA = |Eptanol - Arace - cos(0°)

(DABCD |0'|

— 2
PLANO = 57 d

0

O fluxo elétrico que a linha promove através das faces
do cubo é dado por:

CUBO __ |QL|NHA| _ ABCD
q)LINHA - € =4- q)LINHA

0
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BABCD _
LNHA = 27

Assim, o fluxo através da face ABCD é dado por:

—_ ABCD ABCD
Dapep = Priano + Plinda

lo|-d?> A-d
P
28 4-¢g

Dppcp =

Nota: Nas faces superior e inferior do cubo o fluxo
sera nulo, pois, devido a simetria do fluxo promovido
pela linha de cargas e pelo plano infinito, os vetores
campo elétricos sdo ortogonais aos vetores normais a
essas faces.

14. Resolugdo Comentada:

21229 L ag =200
_E:> qg=2-
|AF| = |aq| - |E]|

|AF| =(/1-Al)-|L|
2'50

|Aﬁ|_l-a
A_l_Z'SO

15. Campo elétrico produzido por um fio infinito

Para determinar o campo elétrico de um fio infinito,
utilizamos uma superficie gaussiana cilindrica, coaxial
com o fio.

Pela Lei de Gauss:

§E- izt

€o
Devido a simetria cilindrica:

e O campo possui modulo constante na
superficie lateral do cilindro;

e O campo é perpendicular a superficie
lateral;

e O fluxo pelas bases é nulo.

Assim, considerando um cilindro de raio re
comprimento L:

Oy =E - 2nrL

A carga envolvida pelo cilindro é:

Qint = AL
Portanto:
AL
E -2nrl = —
€o
Cancelando L:
A
E-2nr = —
€o
Logo:
B A
T 2me,r

1 ,
Como ky = . também podemos escrever:

&0’

~ 2kol
B r

E

Campo produzido pelo fio de densidade 1,

Considere um ponto P pertencente a reta , situado
no primeiro quadrante.

Se P estd a uma distancia r da origem e a reta
forma angulo @ com o eixo x, entdo suas
coordenadas s&o:

X =rcosa
y =rsina

O fio A, esta sobre o eixo y. Portanto, a distancia
entre P e esse fio é x:

n=X=rcosa

Aplicando a expressao obtida pela Lei de Gauss:

A

1 —
2megny

Substituindo r; = r cos a:
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! 2meyr cos a

Como A, > 0, o campo produzido pelo fio aponta
para fora do fio. No primeiro quadrante, isso significa

que F?laponta no sentido positivo do eixo x. Assim:

- /11
1= 5 -t
2megr cos a

~

Campo produzido pelo fio de densidade 4,

O fio 1, estd sobre o eixo x. A distancia entre P e
esse fio é y:

r,=y=rsina

Novamente, pela Lei de Gauss:

2T 21Ty
Substituindo , = rsina:
A

e
2meyrsina

Como 1, > 0, o campo aponta para fora do fio. No

primeiro quadrante, Ez aponta no sentido positivo do
eixo y:

= A’Z
2T 2megrsina J
Campo elétrico resultante

N

Os campos E, e E, s3o perpendiculares entre si.
Portanto:

Ezﬁl+ﬁz

As componentes do campo resultante s&o:

=
2meEyr cos a

A2
E,=c—"7"—
2megrsina

Como a reta m é uma linha de forga, o campo
resultante deve ser paralelo a ela.

Para um vetor que forma angulo a com o eixo x:

E
tana = -2
Ey

Substituindo as componentes:

Az
2meyr sina
M
2megr cos a

tana =

Invertendo e simplificando:

Agora usamos:

Entéo:

sina  A,cosa

cosa Ay sina

Multiplicando os dois lados por 4, sin @ cos a:

Ay sin?a = 4, cos? a

Dividindo por A; cos? a:

2

Como o angulo mostrado esté no primeiro quadrante:

A
tana = |-
1

’/12
a = arctan -
M

COMENTARIOS DO LAERTE: Se 1, = A,

Portanto:
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Logo:

Quando os dois fios possuem a mesma densidade
linear de carga, a linha de forga faz 45°com os eixos.

Observagéo sobre 0s sinais das cargas

A expresséao obtida considera as duas densidades de
carga positivas. Se uma das cargas for negativa, o
sentido do campo produzido por aquele fio sera
invertido, e a linha de forca podera ocupar outro
quadrante. Nesse caso, deve-se analisar
cuidadosamente o0s sinais das componentes do
campo, mas os médulos continuam obedecendo a
relacéo:

Az
A

|tan a| =

A concluséo principal, para a situagéo representada
na figura, é:

A
a = arctan -
1

16. Resolugdo do Professor Laerte:

Usando a Lei de Gauss com a superficie cilindrica,
temos:

E(27RL) = gi
0

A
" 2meoR

A forga que atua na particula em movimento circular é
dada por:

F=q-E

E corresponde a resultante centripeta, sendo assim:

A

. = 2R
1 2megR me

Dai, temos:

qi _ (Zn)
2mggmR2 - \ T

mEYM
T = 2nR

17. Resolugdo Comentada:

Primeiramente devemos perceber que a simetria no
plano perpendicular a linha infinita de cargas é radial.

Em seguida, perceber que podemos imaginar um
cilindro de raio igual a

R= d2+b2%
h 4

e alturaigual a b, envolvendo a linha de cargas, e que
o nimero de linhas de for¢a que atravessam a placa
¢ igual ao nimero de linhas que atravessam a
superficie lateral do cilindro, cuja abertura angular é
igual a 2a.

S
e e
o

A carga elétrica envolvida pelo cilindro é dada por:

Qenv =4+b

A visdo de cima para o plano perpendicular ao cilindro
¢ dada por:
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Da geometria elementar:

oo b2 b
ana—d—z‘d

b
a = arctg (ﬂ)

Note que o fluxo elétrico através da superficie do
cilindro é diretamente proporcional ao angulo, logo:

{CDTOTAL - 2T rad
DparciaL — 2a

a
DparciarL = ProraL E

Finalmente:
® _ (QENV) a
PARCIAL & -

o = () s (;7)
PARCIAL = \ 7 arcte\5 4

18. Aplicacéo da Lei de Gauss

A superficie completa do cilindro é composta por:
1. Base superior;
2. Base inferior;
3. Superficie lateral.

Pela Lei de Gauss:

Dy = —
total &
Assim:
Diotal = q)sup + Opp + Dyt

Como a carga estd no centro do cilindro, as duas
bases séo simétricas:

q)sup = Dy
Para determinar o fluxo através de cada base,
precisamos calcular a fracdo do fluxo total que
atravessa um disco circular visto a partir da carga.

Fluxo através de uma base circular

Considere a base superior. A distancia entre a carga
Q e essa base é:

d—H—R

===
O raio da base é:

r=2vV2R

A geometria formada pela carga, pelo centro da base
e pela borda da base fornece um tridngulo retangulo.
Seja 6 o éngulo entre o eixo do cilindro e a linha que
liga a carga a borda da base.

Nesse triangulo:

d
cosf = ———
Vd? + r?
Substituindo os valores:
R

cosf =
R* + (2vZR)

Como:

(2vZR)" = 8R?

temos:

Fluxo de uma carga através de um disco

O fluxo produzido por uma carga puntiforme Q através
de um disco circular é dado por:

Q
Diisco = 2_50 (1 —cos®)

Essa expresséo resulta do fato de que o fluxo através
de uma superficie aberta é proporcional ao angulo
solido subentendido por essa superficie.
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Substituindo cos 8 = g;

Q 2
q)base - 2_80 : §
Q
q)base g
0

Q
q)sup + Oy = 2 3e
0

2Q

bases = 3¢,

Determinagéo do fluxo lateral
Pela Lei de Gauss:

Diotal = Ppases T Plateral

Substituindo os valores:

Q 2Q
g = 3_50 + Pageral
Logo:
_Q0_2
lateral & 3 €
30 —20Q
Dteral = 3—50
Portanto:
_Q
lateral — 3_80

19. RESOLUCAO:
Sé precisamos aplicar a lei de Gauss

Gint

¢S=3§EdE=EA=
€o

A éarea é a érea da esfera da superficie gaussiana

A = 4nr?
A carga é a carga localizada dentro da esfera
gaussiana
4

— 3
Qint = P17

3
Isso nos da um campo

4 3
_ e _P3T_ PT

E = =
g0A  gpdmr?  3g,

Como o campo aponta para fora na dire¢éo radial

- pf
E=—
3gg
Agora vamos calcular o campo dentro da cavidade,

beleza?!

Vamos considerar que a casca estd carregada
negativamente de modo que somando-a a esfera, a
carga se anulara.

O campo produzido pela cavidade, de forma analoga
ao que acabamos de fazer para a esfera sera

- pd
E=—
3¢g
Se repararmos na imagem, podemos ver que

a=7—-d
Agora s6 precisamos fazer a soma dos campos

L pF pd_p o, ., o pd

E,L=——=— —_ — d _

R 3eg 3gy 3¢ [r (r )] RN
Sendo assim, podemos perceber que o campo é

uniforme e depende apenas do vetor d.

20. Resolugao Comentada:

O modulo do campo elétrico no interior da cavidade
sera dado por:

= p'd
|EINT| =3—80

Observe que d = a/2, assim;
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Logo, o modulo da forca elétrica na situag&o proposta
¢ dado por:

p-R
6'50

|ﬁE| =lql- |EINT| =|q| -

21. Resolugdo Comentada:

O periodo de um péndulo simples de comprimento [
em um campo gravitacional aparente (g,p) € dado

por:
e l l <2n)2
= - —_— =1.-1—
s Gar gap T

Na situagdo proposta, a gravidade aparente é dada
por:

A aceleragao elétrica do péndulo é:
- 2 2
Q'_E| = |1 (2_71) —g?
m T

Sabe-se que, para o interior da cavidade, o modulo do
campo elétrico € dado por:

Dessa forma:

Logo:

22. Resolugao Comentada:

Conforme demonstramos na teoria, 0 médulo do
campo elétrico em uma esfera dielétrica com
distribuicdo volumétrica de cargas igual a p, a uma
distancia rdo seu centro, é dado por;

p-r

|EP| =3'€0

Como a carga total distribuida uniformemente no
volume da esfera é Q, temos:
. Q  3Q
P=4n R®  4n RO
3

Substituindo a densidade volumétrica de carga na
expressao do campo elétrico:

Logo:
|E»| = (4n-§0-R3)'r
Portanto:
= gy 3

Resposta: alternativa a.

Nota: Como a carga total da esfera é —Q, o vetor
campo elétrico aponta radialmente para o centro da
esfera. Entretanto, como a questéo solicita 0 médulo
do campo, utiliza-se o valor positivo Q.

23

a) A superficie gaussiana serd uma superficie
cilindrica de raio r = R, conforme a figura abaixo:
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[
[ ]
[ ]
+
+
+] +  +
- i — = >
A ——
+ o+ o+ AA, o H
+ + o+ l : E
+ B + + ﬁ1
H + + I+
< + + + > N
+ + o+ Z | AAll = Aparerar
' + + i i=1
- FpF >
[ ——— ]
L P Dessa maneira, podemos escrever:
+ ![n3 +
5+ Apargra, =2 1 - H
[ ]
[
@, yrgrar, = E - 2m -7 - H)
O fluxo total sera dado por:
Prorar = Prampa2.3) T Prarerar Logo, o fluxo elétrico total sera dado por:

Prorar = Prampa2.3) T Prareras
Observe que @7,,p4(2.3) representa a soma dos

fluxos nas tampas do cilindro escolhido como

. . @ =0+E-Q2n-r-H
superficie gaussiana; roraL (@m-r-H)

Prampa23) = E - Arampa - c05(907) Prora, =E- Q-1 H)
Prampa(2:3) = ON-m?/C Da Lei de Gauss:
deny
DProraL =

Agora @, 4rprar representa a soma dos fluxos na o
superficie lateral do cilindro escolhido como superficie

gaussiana:

E-Qm-r-H) =W

€o

N
D aTERAL = |E| Z |AA—: - cos(0°)

=1 qenv

E=r——
2m-gy-7-H

A soma das areas infinitesimais na lateral do cilindro

sera A carga elétrica envolvida sera:
N
— denv
ZlAAL| = AparERAL P=m$qENV=p-7I-R2~H
i=1
Finalmente:
Logo,
_p-m-R*-H

@parerar = E - Aparerar =7
2m-gy-r-H

Lembrando-se que a area lateral do cilindro sera:
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Ser =R:
p-R

2. &
b) A superficie gaussiana serd uma superficie
cilindrica de raio r < R, conforme a figura abaixo:

®
L J
A e
+ |+t + |+
N2:
+ + |+
+ |+ + | +
- L B .
1 - . H >
+ 1+ © + |+
H AA1
+ | + + |+ P E
- + +R- +|+ A' ’
- n1
H T + r+ |+
_ + |+ + |+ _
- Ll
+ | + + | +
+1+ + + |+
' - +— ] +—J -
+ + |+
A
+ N3+ | +
+ + |+

o900 0---~

O fluxo total seré dado por:

Prorar = Prampa(23) T Prarerar

Observe que ®r,,p4(2.3) representa a soma dos

fluxos nas tampas do cilindro escolhido como
superficie gaussiana:

(DTAMPA(ZS) = E - Araupa - €0s(90%)
(DTAMPA(ZS) =0N-m?/C

Agora @, srpraL Tepresenta a soma dos fluxos na
superficie lateral do cilindro escolhido como superficie
gaussiana:

N
DL arERAL) = |Ez| Z | AA, - cos(0%)
i=1

A soma das areas infinitesimais na lateral do cilindro
sera:

N
.

Z | AAll = AparEraL

i=1

q)LATERAL =E- ALATERAL

Lembrando-se que a area lateral do cilindro sera:

P21TI’ .

ApareraL =217 H

Dessa maneira, podemos escrever:

D argra, = E - Qm -7 - H)

Logo, o fluxo elétrico total sera dado por:

Drorar = ‘DTAMPA(ZS) + P arerarL
q)TOTAL =0+E'(27T'T'H)
Grora, =E-Qm-1-H)

Da Lei de Gauss:

denv

Prorar =
0

_ 9env
€o

E-Q2m-r-H)

denv

E=r——
2m-gy-7-H

A carga elétrica envolvida sera:

_ Ygnv
p

=g dw=ponort-H



Prof. Laerte Pereira

Finalmente:

_pmr*H
T 2megyr-H

p-r
E= (r<R)
2'80

Observe o grafico do campo elétrico em fungéo do raio
T

A E(r)

VI

E~r E~1/r

=V

0 R

24. Resolugdo do Professor Laerte:

Um M.H.S na diregéo radial e M.R.U ao longo do eixo
do cilindro, sendo assim vou usar a ideia da
independéncia dos movimentos em cada diregao
(tratando eles como simultdneos, ok). E possivel
mostrar na turma ITA que o campo elétrico de um
cilindto de raio R uniformemente carregado
(densidade volumétrica de carga p) em pontos no
interior do cilindro na dire¢&o radial é dado por:

E=2" ¢<p
T 2-g ’

Facilmente podemos determinar a forga elétrica nos
elétrons que ingressam no interior do cilindro na
dire¢éo radial:

e-p
Fr=9'E=(2.80)‘T

Logo essa particula estda sujeita a uma forca
restauradora do tipo

|E|l=Fk-x

logo a constante de forga sera:

O periodo de oscilagao do elétron ao longo do eixo

radial sera:
reze 0
m 2m- g,
T =2m- — =27
e p e.p
2'80

O tempo necessario para a particula focalizar sera
igual a 4 do seu ciclo completo ao longo da diregéo
radial:

D=V-At=V r
N T4

|4 ’2m-so
D:-.n‘.
2 e-p

Observagdo: Desprezamos qualquer influéncia da
distribuicao de cargas no movimento ao longo do eixo
longitudinal das cargas.

25. A presséo eletrostatica é:

A forga resultante exercida sobre um hemisfério é
igual a pressdo multiplicada pela area projetada do
hemisfério na diregao da separagéo.

A area projetada é a érea do circulo maximo:

— 2
Aproj =R

Portanto:

F= pAproj
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Assim:

nR%*¢?

2¢

Essa abordagem evita o calculo detalhado das
componentes porque reconhece diretamente que a
projecdo do hemisfério é um circulo de raio R.

26. Resolugao:

A pressao eletrostatica € dada por:

021(0)2 Q?

P e " 26 \&--R2) T32.12-¢, R

A forca entre os hemisférios € dada por:

F =p - Agreriva

Em que a area efetiva é dada por:

Q> m- (R = h?)
32-mw?- gy R*

Campo gerado pela parte superior no centro:
o-1?

E=——
4'50‘R2

Assim podemos escrever:

_Q*-m-(R*—h?)
"~ 32-m%-g,-R*

R2-h) Q@ 1 _Q m(R2-h?)
9 "Rz 4.m-RZ 4.g 3212 g R

_e
1=3

27. Em uma superficie condutora carregada, o0 campo
elétrico imediatamente externo ao condutor é:

E.. =
ext &

No interior do condutor, 0 campo elétrico é nulo:

Ew=0

Para calcular a for¢a que atua sobre um pequeno
elemento da superficie, utiliza-se o campo elétrico
médio entre os dois lados da superficie:

Eoi + Eint
Emédio=%

Portanto:

oo = 2 (24 0) = 2
médio—z & _280

Sobre um elemento de 4rea dA4, a carga é:

dq =o0dA

Assim, a forga elétrica sobre esse elemento é:

dF = dq - Engdgio
o
dF =0dA -—
2¢,
0.2
dF =— dA
2¢g,

Logo, a pressao eletrostatica é:

Essa pressdo atua perpendicularmente a superficie
do condutor, tendendo a afastar as cargas e a
expandir o elipsoide.

A forca de presséo atua em diversas direcdes sobre a
superficie curva do elipsoide. Portanto, ndo podemos
simplesmente multiplicar a press&o pela area curva da
metade do elipsoide.

Devemos considerar apenas a componente da forca
na dire¢do z, pois essa é a direcdo em que uma
metade tende a se afastar da outra.

A forga resultante pode ser calculada pela presséo
multiplicada pela area projetada da superficie sobre
um plano perpendicular a diregao z:
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F=p- Aprojetada

Esse é o ponto central da questao.

Ao projetarmos a metade superior do elipsoide sobre
0 plano xy, obtemos uma elipse de semieixos ae b.

A area dessa elipse é:

Aprojetada = QD

Observe que 0 semieixo cndo aparece nessa area.
Ele determina a altura do elipsoide, mas nao altera
sua projecao sobre o plano xy.

Substituindo a presséo eletrostatica e a area projetada
na expressao da forga:

F=p- Aprojetada

Portanto:

no’ab

2¢&

Logo, a alternativa correta é:

28. Resolugéo:

n
n
E [|'N
Aplicando-se a Lei de Gauss a superficie cilindrica

contida no interior do material dielétrico a uma
distancia Xdo centro, temos:

QENVOLVIDA

DProrar = 2 Ppase + Prarerar = P

2 Epasp -7~ R* =

p-x
Egasg = —

Dica: O fluxo elétrico na superficie lateral € nulo, pois
0 angulo entre 0 campo elétrico e o vetor normal a
superficie lateral € igual a 90°. Logo, a forga elétrica
restauradora para uma distancia xdo centro do
cilindro sera dada por:

Fr =q - Egasg = (%)x

Assim, a constante de for¢a sera dada por:

b= (42)

Por comparagdo com o sistema massa-mola,
podemos escrever:

T=2 m_z m -2 m-e&
&

29. Para verificar o campo dentro da camada
podemos utilizar uma superficie gaussiana para
simetria esférica. Veja a figura.

-—'L__% X
N

-8

Agora precisamos lembrar da nossa famosa lei de
Gauss:
Gint

¢S=j§§dZ=EA=—
€o

Lembra que a densidade é a carga sobre o volume?
Gint 4

p= = dm =377’
zmr?
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E qual é a area de interesse? Sim, a area
correspondente a superficie da nossa esfera de raio

D

r Q=4n/6 7
/- :-‘: $ <
— 2 H T e
A = dmr : Sl SO
Entdo, agora s6 precisamos retornar para nossa E‘ : SRR
expressao e substituir os g, e A: : SR
L ]
pr - 59
E=— r
380 *-o
Levando em consideragdo que o campo aponta para o=(
fora da esfera na diregao radial, temos: st
= pro , . o .
E = 32 7 Na figura, 0 modulo do campo elétrico resultante é
€o

igual ao campo criado pela face do cubo oposta a face
ndo carregada, pois 0s campos criados pelas outras
faces se anulam dois a dois. Assim:

. o (471)
y T 4mey\ 6

Para saber o campo fora, teremos que adotar um
outro tipo de simetria, agora usaremos um cilindro. Se
liga como vai ficar.

= i a
= Isso ocorre porque o angulo solido total ao redor do
ponto P ¢ 47, e 0 angulo sélido subtendido por uma
Az & face do cubo corresponde & sexta parte desse angulo
solido total.
b Logo, o mddulo do campo elétrico resultante no centro
; | -a do cubo é:
L — _
Podemos novamente usar a lei de Gauss: 65
¢S=3§EdE=EA=@ _
& Alternativa correta: e).
31. (Lei de Gauss)
Agora a area de interesse € a superficie lateral do » . N
cilindro: Tomamos como superficie gaussiana um cilindro de
comprimento 2d e darea da base S, conforme

A =2nrihAy mostrado na figura.

E a carga vai ser a carga dentro cilindro:

it = 1?20

Assim o campo fora fica:

pa
r

E=
YAVA

- - "

0 = o

PHNEETEEIRE TR TTS EERT SRR T2 TER)
"

i : Superficie
30. Resolugéo: ~  Gaussiana

" enmefinng
i .

Representemos, no centro do cubo, 0 campo elétrico

criado pela face sombreada. L . -
S6 existe fluxo através das superficies das bases do

cilindro, de modo que a soma desses fluxos deve ser
proporcional & carga liquida encerrada nessa
superficie gaussiana, isto é;
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(Angulo sélido)

O plano infinito divide o espago em duas partes
idénticas, portanto, o angulo sélido limitado ou
subtendido pelo plano infinito € 2. Logo, 0 modulo
do campo elétrico é:

E= (47350) a= (47?20) (2m)

o
E=—=(2n)(9 10%(4-10710)
2¢g,

. E ~22,6N/C

32. Como superficie gaussiana, escolhemos uma
esfera de raio r, em cujo centro se encontra a carga
pontual Q, como se aprecia na figura.

Assumindo que o campo elétrico da carga pontual Q
é radial, entdo o fluxo através da superficie gaussiana
é
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Como E e i estdo na mesma dire¢do, ambos se
afastando radialmente do centro da esfera, 8 = 0°,
cosf =1, e tomando o elemento de area dSem
coordenadas esféricas, temos:
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Como se observa, o fluxo @ depende do raio da
esfera, de acordo com o inverso do raio elevado a
poténcia ,. Portanto, a Lei de Gauss néo é satisfeita,
pois viola o principio de conservag&o do fluxo elétrico.



