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1. INTRODUGAO

A Estatica € o ramo da fisica que estuda
corpos em equilibrio estatico, ou seja, com velocidade
nula. Certamente, € uma das areas da fisica que
possui maior enfoque nos dias atuais, visto que tem
um alcance pratico enorme. Na engenharia civil, por
exemplo, é fundamental para a construgdo e
manutencdo de pontes e prédios. Além disso,
propiciou o desenvolvimento de diversos aparatos que
reduzem a necessidade do homem de realizar forgas,
como alavancas e parafusos. Enfim, ¢ impossivel
pensar no dia-a-dia atual sem o desenvolvimento

A Estatica se divide em duas areas: a
Estatica dos Solidos e a Estatica dos Fluidos, também
chamada de Hidrostatica.

2. EQUILIBRIO DE UM PONTO MATERIAL

Para uma particula sujeita a diversas forcas,
podemos escrever a 22 Lei de Newton:

Fr=F +F++Fy=m-d
E condigdo necessaria para o equilibrio da

particula que a forga resultante nela atuante seja nula,
assim:

1

Para que a particula fique em equilibrio
basta que os vetores associados as forgas atuantes
nela formem um poligono fechado.

F,

Poligono Fechado

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3:6

Relacdo entre os mddulos das forgas, para que
formem um poligono fechado:

F
send = — « F, = F;-senf
3

cosf == - F, = F; - cosO

F} = F + F}
Podemos resumir que na condigéo de equilibrio temos
duas possibilidades:

12 Possibilidade: EQUILIBRIO ESTATICO

O objeto encontra-se em repouso e aceleragio nula;
2° Possibilidade: EQUILIBRIO DINAMICO

Na figura abaixo o bloco est4 descendo a rampa com
velocidade constante.

wjnto

-

V\FATC

=l

3. REGRA DO POLIGONO FECHADO

Assim, podemos afirmar que a forca
resultante que atua sobre este ponto material sera
nula.

ﬁR=(_j

Sobre 0 ponto material da figura acima, temos:

ﬁR=ﬁ1+ﬁ2+Fg=6

Logo a disposi¢do dos vetores deve ser tal que
formara um POLIGONO FECHADO.
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EXEMPLO 1: Uma esfera solida de raio R e massa
M é colocada em uma calha conforme mostrado na
figura. As superficies internas da calha n&o tém
atrito. Determine as forgas exercidas pela calha na
esfera nos dois pontos de contato.

g

RESOLUGAO COMENTADA:

As forgas atuantes na esfera serdo a forga peso e
as forcas normais exercidas pelas superficies da
calha conforme mostrado na figura abaixo.

Para que a esfera esteja em equilibrio, &
necessario que as forgas atuantes formem um
poligono fechado, pois:

N,+N,+P=0

Logo, o diagrama vetorial é dado na figura abaixo:

Para relacionar os médulos das forgas no

diagrama vetorial podemos usar a Lei dos Senos:
Ny N, Mg

senf sena sen[180° — (a + fB)]

Usando a identidade trigonométrica:
sen[180° — (a + B)] = sen(a + B)

chegamos:
_ mg - senf

1 sen(a + )

mg - sena

N, = sen(a + B)

Teorema de Lamy

Quando uma particula, sujeita a agdo de
trés forgas, esta em equilibrio, os médulos das forgas
s80 proporcionais aos senos dos éangulos
determinados pelas outras duas forgas.

Seja a situagdo proposta pelo teorema
acima:

Podemos demonstrar essa relagdo
construindo o poligono de forgas:

180%-a  180°-6

Aplicando a Lei dos Senos ao tridngulo ABC,
obtemos:
sin(180° — ) ~ sin(180° — a) = sin(180° — f3)

Usando sin(180° — ) = sin §

R K K
sin(ar) ~ sin(B) ~ sin(H)

4. DECOMPOSIGAO DE UM VETOR

Dada uma forga F atuante emuma particula com
a orientagdo indicada em relagdo a um sistema de
referéncia (coordenadas) indicadas.
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Podemos decompor essa forga em suas componentes
cartesianas F, e F, o modulo das componentes
cartesianas mostradas na figura serdo dadas por:

E
cos @ =7 ~ F,=F-cosf

F,=F -cos@

senf = ~ B, =F-senf

| S

E, =F -senf

A forca aplicada & particula pode ser escrita na forma:

F=FEi+Ej

O modulo da forga aplicada sera:

F= |F?+F}

5. METODO DAS COMPONENTES CARTESIANAS:

Tal método consiste em escolher um par de eixos
ortogonais entre si, de modo a impor o equilibrio das forgas
em cada uma das diregdes (horizontal e vertical), em outras

palavras:
Y EE) =) E)
PRACEDWAO

EXEMPLO 2: Um pequeno bloco de massa m é
suspenso por cordas ideais conforme mostra a
figura abaixo. Determine o modulo da forga de
tracdo em cada uma das cordas.

s s

RESOLUGAO COMENTADA:
As forgas atuantes no nd (ponto de encontro das
cordas) sdo mostradas na figura abaixo.

A forga de tragao no fio ligado ao bloco possui o
mesmo mddulo de sua forca peso, dai
simplificamos representado o peso do bloco
puxando o né. Agora determinaremos os valores
das componentes da tragédo no fio 1:

T
senf = % o Ty, =T, - senf
1

(o
cosf = T Tix =T, - cosp
1

Agora  determinaremos os valores das
componentes da tragdo no fio 2:

sena = —= = Ty, =T, sena
T,
Tox

cosa = — Ty, =T, - cosa
T,

Impondo-se o equilibrio na diregdo horizontal,
podemos escrever:
Tix =Toy = Ty -cosa =T, - cosf

T, -cosp

T
2 cosa

Impondo-se o equilibrio na dire¢do vertical,
podemos escrever:
sz + le = mg

T, -sena +T,-senf=m-g

Substituindo-se o valor de T,, obtemos:
<T1 - cosf

-sena+ T, -senff =m-
cosa ) 1 B g

T (cosﬁ - sena + cosa - senfS
1

cosa )=mg

Da identidade trigonométrica:
sen(a + B) = sena - cosp + senf - cosa

Finalmente:
T sen(a +f)]
! cosa -myg
_ m- g - cosa
L7 sen(a + B)
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Além disso:
_Ty-cosp _cosp [m-g-cosa
27 cosa  cosa Llsen(a+pB)
_m-g-cosp
27 sen(a +pB)
Casos especiais:
Para a = B:
P _m-g-cosa _ m-g-cosa
Y7727 sen(a) 2 -sena - cosa
m-g
T, =
! 27 2. sena

EXERCICIOS DE EMBASAMENTO

1. (Espcex (Aman) 2025) Em um rio, um barco esta
amarrado a uma estaca através de uma corda ideal
com 5,0 m de comprimento, fixa nos pontos A e B de
mesma altura. Um peso de 100 N é suspenso no meio
dessa corda. O rio possui uma correnteza que exerce

sobre o barco uma forca de arrasto horizontal ﬁ de
intensidade igual a 50 N, conforme indicado no
desenho. A corda, a estaca e F; séo coplanares.

Considerando que todo o sistema encontra-se em
equilibrio estatico, a intensidade da trag&o na corda e
a distancia do barco a estaca sdo, respectivamente,
iguais a:

estaca

Desenho ilustrativo - Fora de escala

a) 100v2 N ¢ 2,5v2 m
b) 0,02 N e 5v/2m
¢) 0,0W2 N e 2,5v2m
d) 5082 N e 2,52 m
e) 100V2N e 5V2m

2. (Ufpr 2024) Um objeto de massa m constante esta
suspenso em equilibrio por um corda vertical (linha
pontilhada CD) como mostrado na figura abaixo. A
corda esta conectada pelo ponto C a dois cabos
(linhas cheias CA e CB), os quais, por sua vez, estao
conectados, na parte superior, aos pontos A e B.
Todos os cabos e a corda estdo em equilibrio e séo,
por hipdtese, inextensiveis e tém massas
despreziveis quando comparadas com a massa do
objeto suspenso. Cada cabo faz um angulo 6 com a
vertical, como mostra a figura. N&do h& quaisquer
outras forgas atuando sobre 0 objeto além da exercida
pela corda e pela atragéo gravitacional da Terra, € a
intensidade da  aceleragdo  gravitacional ¢
representada por g. No ha outras forgas no problema
além das forgas exercidas pelos cabos, pela corda e
pela Terra.

SuperProfessor®

Com base na figura e nos dados informados,
determine uma expressdo algébrica para a
intensidade F da forca exercida por cada cabo para
manter o sistema em equilibrio.

3. (Fmj 2022) Em uma instalago artistica, uma bola
de handebol, de peso 4,0 N, foi pendurada na baliza
por meio de dois fios, Re S. O fio R & horizontal e esta
preso a um dos postes verticais, enquanto o fio S esta
preso a barra transversal, formando com esta um
angulo 6.

Interbits®

Sabendo que sen6=0,8 e que cos6=0,6, as
intensidades das forgas que os fios R e S aplicam na
bola séo, respectivamente,

a)3,0Ne50N.

b) 50N e 3,0N.

c)40Ne4,0N.

d)6,0Ne2,0N.
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e)2,0Ne6,0N.

4, (Famema 2021) Um modelo de bolsa possui uma
alca de couro com suas extremidades presas a uma
parte horizontal indeformavel da bolsa. Considere que
a bolsa, ao ser usada apoiada sobre o ombro pelo
ponto intermediario da alga, mantenha-se na forma
mostrada na figura.

[ ]

Suponha que o conteudo da bolsa esteja
uniformemente distribuido em seu interior e que a
massa desse conteldo, somada com a massa da
bolsa, resulte em 1,6 kg. Considerando- se a

aceleracdo da gravidade igual a 10 m/sz,

senB=0,8 e cosB =0,6, aintensidade da forga

de trag&o na alga de couro é de
a)8N.

5. (Enem 2019) Slackline é um esporte no qual o
atleta deve se equilibrar e executar manobras estando
sobre uma fita esticada. Para a pratica do esporte, as
duas extremidades da fita sdo fixadas de forma que
ela fique a alguns centimetros do solo. Quando uma
atleta de massa igual a 80 kg esta exata mente no
meio da fita, essa se desloca verticalmente, formando
um éangulo de 10° com a horizontal, como
esquematizado na figura. Sabe-se que a aceleracéo

da gravidade é igual a 10ms~2,

cos (10°) =0,98 e sen (10°) =0,17.

Qual é a forga que a fita exerce em cada uma das

arvores por causa da presenga da atleta?
a) 4,0x102 N

b) 4,1x102 N
¢) 8,0x102 N
d) 2,4x10% N
e) 4,7x10% N

- =

—_— =

6. (Eear 2018) Um pedreiro decidiu prender uma
luminaria de 6 kg entre duas paredes. Para isso

dispunha de um fio ideal de 1,3 m que foi utilizado

totalmente e sem nenhuma perda, conforme pode ser
observado na figura.

40 cm

40 cm

Interbits®

Sabendo que o sistema estad em equilibrio estatico,
determine o valor, em N, da tragdo que existe no
pedago AB do fio ideal preso a parede. Adote o
modulo da aceleragdo da gravidade no local igual a
10 m/ s2.

7. (Unisinos 2017) Um bloco de peso P é suspenso
por trés fios (F4, F, e F3) e mantido em equilibrio,
conforme mostrado na figura. O &ngulo que o fio F,

forma com o teto € 8 = 30°. Os modulos das tragdes
os trés fios s&o, respectivamente, Ty, T, e Tj.
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0
F,
E 0
F, F,
Dados
Angulo 30° 45° 60°
Seno 0,50 0,71 0,86

Cosseno 0,86 0,71 0,50

Nesta situagéo, tem-se a seguinte relagao das tracdes

nos fios:

a) Ty _Tz

b) Ty =

c) To =

d) T,=0,58-P
e) T, =172-P

Gabarito EXERCICIOS DE EMBASAMENTO:

Resposta da questao 1:

(D]

Para o equilibrio vertical do ponto O, temos:

100N s oo

2Tsen6 =100
Tsen6=50 (l)

Para o equilibrio horizontal do ponto B, temos:
TcosB=50 (Il)

Logo, 6 = 45°. E a tragdo na corda vale:

132 g5
2

_100 V2

22

~T=5042N

E a distancia do barco a estaca é de:
5m

d=2.-——-cos45°
2
d:5m.£
2
~d=25V2m

Resposta da questao 2:
A figura mostra as forgas atuantes no né C,
bem como as suas componentes.

-

-

SOr®

SuperProfes;
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Por simetria:
Fac =Fsc =F.

Se o sistema esta em equilibrio, a resultante é
nula em qualquer diregao.
- Na horizontal:

Facx =Feex =Fx-

- Na vertical:

2F, =P = 2Fcosf=mg .. F= -9 _
2cos0

Resposta da questao 3:
[A]

Da figura abaixo, obtemos:

Interbits®

TgsenB =P
Ts-0,8=4
~Tg=5N
Tgcosf=Tg
5.0,6 =T
~Tr=3N

Resposta da questdo 4:
[C]

Representando as forgas na bolsa, temos:

Tsen6 T T Tsend

0 Tcoso Tcoso O

Interbits®

2Tsen6=P
27-0,8=16-10
. T=10N

Resposta da questdo 5:
(D]

Esquema de forgas no ponto mais baixo da fita:

2Tsen10°

i
Tcos10° :

P

Tragdo exercida pela fita sobre as arvores:
2Tsen10° =P

2T-.0,17 = 800
~T=24.10°N

Resposta da questdo 6:

[

Isolando o ponto B, temos:

30 cm 30 cm

2Tsen6 =mg
3

2T-—=6-10
5
-~ T=50N
Resposta da questdo 7:

(E]

De acordo com o diagrama de forgas abaixo,
temos:
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Equilibrio no eixo horizontal:
Ty=T,-cos 6

Ty =T, -cos 30°
T,=086T, (1)

Equilibrio no eixo vertical:

P=T,-sen6
P =T, -sen 30°
1

P=T, —
22
T, =2P (2)

Substituindo a equagdo (2) na equagdo (1),

temos:
T,=0,86-2P
T, =172P

Interbits®

EXERCICIOS DE SALA

1. Analise as proposicdes e classifique-as como
verdadeiras ou falsas.

I. Uma particula sujeita @ agdo de uma unica forga
pode estar em equilibrio.

. Se uma particula estd em equilibrio sob agéo de
apenas duas forgas, elas devem ter mesmo mddulo,
mesma diregao e sentidos opostos.

lIl. Quando a soma vetorial de todas as forcas
atuantes em uma particula ¢ zero, ela pode estar em
movimento.

a) Somente | é verdadeira.

b) Somente Il é verdadeira.

c) Somente Ill é verdadeira.

d) l e Il s&o verdadeiras.

e) Il e Ill s&o verdadeiras.

2. (ITA-SP) Um bloco de peso P é sustentado por
fios, como indica a figura.

s

T

-1

Calcular o modulo da forga horizontal F.
a)F =P -senf

b)F =P - cos6

C)F =P -senf - cosf

d)F =P - cotgh

e)F =P -tgo

3. (ITA-SP) No arranjo mostrado na figura com duas
polias, o fio inextensivel e sem peso sustenta a massa
M e, também, simetricamente, as duas massas m, em
equilibrio estatico. Desprezando o atrito de qualquer
natureza, o valor h da distancia entre os pontos P € Q
vale
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4. (ITA-SP) Um corpo de peso P esta suspenso por
fios como indica a figura. A tenséo T1 é dada por

7,

__ Pcosf,
T sen(6,+65)

P cos 0,
T, =—————
b) 1 sen(61+63)

P cos 6,
- cos(61+6;)

_ PcosbH,
- cos(61+6;)

Psenf4
T sen(6,+65)

5. (UFPE) Para corrigir o desalinhamento do dente
incisivo A de um paciente, um dentista fez passar um
elastico por esse dente e o amarrou a dois dentes
posteriores, conforme a figura.

Sabendo que a tens&o no elastico é de 10 N e que cos
8 = 0,85, determine o valor em newtons da forga total
aplicada pelo elastico sobre o dente A.

6. (OBF) E muito comum observarmos em oficinas de
automdveis, em hospitais e cais de portos, pessoas
utilizando-se de talhas exponenciais ou polias méveis
para elevar pesados objetos, tais como motores.

i

A

Esse fato chama a atengdo de curiosos no sentido de
que a for¢a (F) aplicada & corda possui uma baixa
intensidade.

Se, na situagdo mostrada na figura acima, a talha
possui trés polias méveis, qual a intensidade da forga
aplicada na corda, se o peso do corpo A é de 1 600
N?

a) 160 N

b) 200 N
c)400N
d) 800N
€) 2000 N

7. No sistema a seguir, em equilibrio estatico, os fios
sao ideais, e cada polia pesa Po = 10 N.

Sendo P =30 N, o médulo da tragao T, que sustenta
a polia superior, em newtons, é

10



Prof. Laerte Pereira

?:
7R F

o

__.'_.;J

E:

4

g

&

3

g

A g

&
a)7,5
b) 15
c) 20
d) 25
e) 40

8. A figura a seguir representa uma corrente de peso
igual a 40 N, cujas extremidades estdo em um mesmo
nivel horizontal, presas em dois suportes.

Considerando iguais a 45° os éngulos 8 indicados na
figura, determine a intensidade da forca:

a) que a corrente exerce em cada suporte;

b) de tragao no ponto mais baixo da corrente.

RESOLUGAO:

2TY:P:>2Tsen9:F=2T-g:4O = m

b) Numa das metades da corrente, temos, na horizontal:
T

x

T a5 N2 r_
T'=T,=TcosB=20V2 - 5= T=20N

EXERCICIOS DE APROFUNDAMENTO

1. (Esc. Naval 2022) Observe a figura abaixo.

Na figura acima, os corpos 1 e 2 encontram-se em
equilibrio e estdo suspensos por um conjunto de cinco
fios ideais A, B, C, D e E. Se a massa do corpo 1 é 20
kg, a massa do corpo 2, em kg, deve ser igual a:

a) 10(+/3 +1)
b) 2043
¢) 20(+/3 +1)
d) 4043
e) 100v/3

2. Um varal de roupas é construido com uma corda
flexivel muito leve e inextensivel, de comprimento

2c, fixada pelas extremidades a duas paredes
distanciadas de 2d uma da outra. Em um ponto no
centro desse varal fica presa em repouso uma massa
m. Assumindo que a aceleragéo da gravidade é g,
a tens&o na corda é dada por
a) 2mgc .
Je? —d?
b) mgc.

mgc
2\c? —d?

d) mgc/d.

c)

3. (Efomm 2016) Cada esfera (A e B) da figura pesa
1,00 kN. Elas sdo mantidas em equilibrio estatico
por meio de quatro cordas finas e inextensiveis nas
posigdes mostradas. A tragdo na corda BD, em kN,
é

interbits®

11
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4. (Laerte Pereira) Uma corrente com massa
uniforme por unidade de comprimento estd em um
plano vertical ao longo da encosta de uma colina
plana. As duas pontas da corrente estdo na mesma
altura. Se a corrente for solta dessa posi¢éo, encontre
sua aceleragao.

5. (Laerte Pereira) Uma corda de massa m é
pendurada em um teto. O ponto médio é puxado para
baixo com uma forca vertical F. A tangente & corda
em suas extremidades faz um angulo a com teto
horizontal. As duas tangentes no ponto inferior fazem
um angulo de 6 com cada uma. Encontrar o valor de
8.

6. Uma fina corrente metalica encontra-se
parcialmente dependurada de uma mesa, como
ilustra a figura.

Se o coeficiente de atrito estatico entre a corrente e a
mesa for |, qual é a fragdo minima do comprimento

da corrente que deve ser mantida sobre a mesa para
que a corrente néo escorregue?

7. (UFF-RJ) Um pano de prato retangular, com 60 cm
de comprimento e constituicdo homogénea, esta em
repouso sobre uma mesa, parte sobre sua superficie,
horizontal e fina, e parte pendente, como mostra a
figura. Sabendo-se que o coeficiente de atrito estatico
entre a superficie da mesa e o pano é igual a 0,50 e
que o pano estd na iminéncia de deslizar, pode-se
afirmar que o comprimento [ da parte sobre a mesa é:

a) 40 cm. b) 45 cm. ¢) 50 cm. d) 55 cm. e) 58 cm.

APROFUNDAMENTO - Atrito entre polia e uma
corda

A parte da dindmica que vimos, lidamos
principalmente com polias e cordas ideais que nao
tém massa nem atrito. Se considerarmos o atrito entre
o fio e a superficie da polia sobre a qual ele esta
passando, a tensdo nos dois lados do fio deve ser
diferente. Para desenvolver a relagdo nas duas
tensdes, tomamos uma ilustragdo simples.

Uma situagdo é mostrada na figura. Uma
corda esta passando sobre a superficie de uma polia
que pode girar livremente em torno do eixo O que
passa pelo seu centro. O angulo de contato da corda
na superficie da polia € 8 e o coeficiente de atrito
estatico entre a superficie da polia e o fio é p.

T,

Se a tens&o na parte direita da corda for Tz,
e se for maior do que na parte esquerda (ou seja, T,),
ela tera uma tendéncia de deslizamento para a direita
e na corda o atrito atuara na diregao de T,, de modo
a equilibrar T, (como a corda ndo tem massa).

12
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A medida que a diferenca em Ti e T,
aumenta, o atrito atuando na corda aumentara até
atingir o atrito limite e, entdo, a corda entra na
iminéncia  deslizar sobre a polia. Agora
desenvolvemos uma relagdo nas duas tensbes
quando a corda entra na iminéncia deslizar sobre a
polia. A andlise € mostrada na figura.

T,

Consideramos um pequeno elemento da
corda em contato com a superficie da polia. Deixe a
tensdo (atuando tangencialmente) para a esquerda
ser Te para a direita ser T + dT. O excesso de tensao
dT a direita é a causa do atrito para a esquerda, se for
df, devemos ter

dT =df =u.dN eq.1
do
dN = 2(T + dT) sin (7)

Como d6 é de tamanho infinitesimal, sin (?) =2

2
cosd2—9=1. Além disso, o produto dos dois

infinitesimais dT e dB/2 pode ser ignorado ao
comparé-lo com infinitesimais de primeira ordem.

dN =T.d6 eq.2
Substituindo eq.2 em eq.1
dT = u.Tdo

— = udo
T u

Integrando

8. A figura mostra um cilindro montado em um eixo
horizontal. Uma corda sem massa é enrolada nela
duas voltas e meia e ligada a duas massas m e 2 m.
Se o sistema esta em equilibrio limite, encontre o
coeficiente de atrito entre o fio e a superficie da polia.

9. A caixa de 100 N esta suspensa por uma corda que
passa por dois cilindros fixos. O coeficiente de atrito
estatico € 0,2 entre a corda e o cilindro esquerdo e 0,4
entre a corda e o cilindro direito. Qual é a menor forga
que a mulher precisa exercer na corda para sustentar
a caixa estacionaria na iminéncia da caixa descer?

Dica: /10 = 1,37 ¢ e*"10) = 1,87

10. (RUSSIA) Dois cilindros iguais de massa m estéo
suspensos por fios inextensiveis de mesmo
comprimento. Entre eles é colocado outro cilindro de
mesmo didmetro e massa 2m. Determine o angulo 8
se 0 angulo formado pelos fios ¢ igual a a. Despreze
todos os atritos.

/

13
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11. Considere uma forga de intensidade constante
sendo aplicada a uma caixa de massa m que se
encontra sobre uma superficie plana e horizontal.
Sabendo-se que a direcdo da forca & paralela a
superficie, o coeficiente de atrito estatico entre a caixa
e a superficie € igual a |1, 0 mddulo da aceleracdo da
gravidade local é igual a g e que a caixa estd na
iminéncia de movimento, é correto afirmar que a
resultante das forgas de contato que a caixa recebe
da superficie tem médulo igual a
a)mg
b) umg
oA+wmg
d)mg(1 + p?)2

1
e) (mg) ™' (1 — p?)2

12. (Ime 2019)

corpo

liquido

Interbits®

Um corpo encontra-se com 2/3 de seu volume

submerso. Uma de suas extremidades esta presa por
uma corda a um conjunto de roldanas que suspende
uma carga puntiforme submetida a um campo elétrico
uniforme. A outra extremidade esta presa a uma mola
distendida que esta fixa no fundo do recipiente. Este
sistema se encontra em equilibrio e sua configuragéo
€ mostrada na figura acima.

Desprezando os efeitos de borda no campo elétrico, a
deformagao da mola na condigao de equilibrio é:

Dados:
- a corda e as roldanas séo ideais;
- aceleragdo da gravidade: g;
- massa especifica do fluido: p;
- massa especifica do corpo: 2p;
- constante elastica da mola: k;
- volume do corpo: V;
- intensidade do campo elétrico uniforme: E;
- massa da carga elétrica: m; e
- carga elétrica: +q.
m 4pV
g (M _4eV, 9E
k\ 2 3 2k

b) g(@_ﬂj+%

k\ 2 3 2k
c) %(m—4pv+qE)+%
d)g(m_ﬂj+£

k\ 2 3 2k
e)m(ﬁ_ﬂ

k {d 3

13.(BRASIL) Uma bolinha de ago, de peso P,
encontra-se em repouso presa em um fio suposto
ideal, de comprimento L, e apoiada em um hemisfério
fixo de raio R, praticamente sem atrito. Sendo da
distdncia do polo do hemisfério ao ponto de
suspensao do fio, determine a intensidade da forga de

tragdo exercida pelo fio em fungdo de P, L, de R.
<, , ’y , ’y 7,

7z o 7z o 7z 7

14. (PERU) Uma esfera homogénea de massa Me
raio r se encontra em equilibrio sustentada por uma
corda ideal de comprimento L. Qual forga minima sera
necessaria aplicar em um ponto médio da corda para
que a esfera perca o contato com a parede?

Q,

—

LISO

15. (PERU) A figura abaixo mostra uma esfera
homogénea de 4,8N a ponto de deslizar. Determine o
modulo da forga de reagdo da parede sobre a esfera.
Dados: (0; =; 53; % ug = 075tg37° = 075)

14
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16. (RUSSIA\PERU) Com a aplicagdo das forgas F se
tenta reduzir o &ngulo ©. Qual deve ser o coeficiente
de atrito entre a bola e os planos, para que a bola ndo
escape? Considere que o sistema se encontre sobre
um plano horizontal liso.

17. (RUSSIA) Uma extremidade de uma haste de
arame leve é dobrada em um arco de raio r. A parte
reta da barra tem comprimento [; uma bola de massa
M¢é anexada a outra extremidade da haste. O péndulo
assim formado é pendurado pelo arco em um eixo
giratério. O coeficiente suficiente de atrito entre o eixo
e o arco é u. Encontre o dngulo de equilibrio entre a
haste e a vertical.

18. Uma corda de massa m € pendurada entre duas
paredes, conforme mostra a figura.

RN

Sabendo que nos pontos A e B, nos quais a corda esta
presa na parede, os angulos que ela faz com a
horizontal sdo 6 e ¢, respectivamente, e que a
gravidade local é g, encontre a forga de tragdo na
corda nos pontos A e B e no ponto mais baixo da
curva.

19. Quatro barras homogéneas de comprimento 2L
sd0 ligadas entre si, formando uma estrutura
quadrada rigida. Essa estrutura é pendurada em um
prego no qual o coeficiente de atrito é , e se encontra
na iminéncia de movimento. Calcule a distancia x do
prego ao vértice indicado da estrutura para que o
equilibrio seja possivel. Considere a gravidade local

vertical g.
N

prego

2L

a)x =Lu
b)x = L(1—p)
C)x=LA+uw
dx==

u
e)x=L

1-p

20. Considere duas massas pontuais ligadas por uma
mola e atravessadas em um arame dobrado com
angulo reto, conforme mostrado na figura. Sabendo
que as massas estdo em equilibrio, que néo ha atrito
equem; = 0,1kg, m, =0,3kge K = 1,3 N/cm,
determine a deformag&o da mola.
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Dado: V7 = 2,6.

m,

21. Um bloco de massa M é pendurado no teto por
uma corda de massa m, como indicado na figura.

M

Encontre o angulo B em fungdo do angulo a e demais
parametros fornecidos.

22. Um cabo principal sem massa sustenta uma ponte
com massa por unidade de comprimento constante w.
Ele é ligado a ponte por varios outros cabos finos

ideais, como indicado na figura.
/To:)

+—]
TU

0 X
Sabendo que a tragdo em x = 0 & horizontal de médulo
To, encontre:
a) A equacdo y(x) que descreve o formato do cabo.
b) A tragdo como fung&o de x.
Considere a gravidade local g.

23. (HARVARD) Um bloco de massa M é posicionado
contra uma parede vertical. O coeficiente de atrito
entre o bloco e a parede é p. Vocé deseja aplicar uma
forca F, como mostrado na figura, de tal forma a
manter o bloco estatico. O angulo entre a forga e a
horizontal é 8. Para um dado 8, qual a forga minima a
ser aplicada? Para que 6 a forga minima é
minimizada? Qual o valor dessa for¢a?

24. Cada um dos seguintes objetos planos é colocado
sobre dois circulos sem atrito de raio R. Cada objeto
possui uma densidade superficial uniforme o, e 0
ponto de contato entre eles e os circulos faz um
angulo 8 com a horizontal, conforme mostrado nas
figuras. Para cada caso, encontre a forga horizontal
que deve ser aplicada aos circulos para manter eles
juntos. Para que angulo 6 essas forgas sdo maximas
ou minimas?

a) Um tridngulo is6sceles de lado comum L.

b) Um retangulo de altura L.

L

g

—_— - -‘—

¢) Um circulo.

(L,
(X2
— i

16
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GABARITO DE EXERCICIOS DE

APROFUNDAMENTO

1. Resposta: [A]

Para o equilibrio do sistema, devemos ter:

T,sen60°

Tc0s30° E

TAC0860° 30°
Tcsen30° Tesend
Tg" Tesen30° €
T > 45°
st B 30
Tc0s30° Tecos45
To

1 o4 O

200 N

o
SuperProtessor®

Ta _B8Tc

Tp c0s60° = T cos 30°
2 2 Ta =3Tc
Tp 5en60° = Tg + T sen30° = & = &
Ty = 200N %:20%% 3T) =400+ Tg

=/3-4/3T =400+ T = 3T =400+Tg T =200N

V3 V2T 20043

Te €0s30° = Tz c0s45° = 200 - —— = =>Tg = 7

27 2
1,20003 2 .

Tc sen30° + Tg send5° =Tp = 200 —+

2B 2 °
Portanto, a massa do corpo 2 deve ser igual a:
P, =myg=Tp

m, -10 =100(1+~/3)

~.my =10(1++/3) kg

- Tp =100(1++/3)N

2. Resposta: [C]

No tridngulo destacado:
h? +d% =c? = h=+/c? - d?.

Para o equilibrio:

2TcosG:m922TD:mg:T:w:> T= 2mg .
c 2h o2 g2

3. Resposta: [E]
De acordo com o diagrama de forgas abaixo:

1kN

Equilibrio de forgas no eixo vertical:
Tgp -sen 60°—1kN - Tpg -sen45°+ Tpg -sen45°—1kN =0

3
Top 5 ~2kN=0
4 a3
Top == =5 KN

4. Vamos calcular a forga liquida da gravidade ao
longo da inclinagdo da parte AB da corrente

considerar o pequeno segmento da corrente entre

XeX+dX

A forga gravitacional ao longo da inclinagéo é
A.dl.g.sin@

A forga da gravidade liquida ao longo da encosta na
parte AB é

?\gfdl.sin9=7\gfdy=7\g.H

Portanto, a forga ndo depende do perfil da colina. Ela
depende apenas da altura de B de A. Para a parte BC
também a forga sera a mesma. Portanto, a forga
liquida sobre a corrente & zero. Aceleragdo da
corrente em zero. Equilibrio estatico.

5. Resolugéo:

Para o equilibrio da corda

17
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2T1sin=F + mg
Considere o equilibrio da metade da corda

T

T:

ra|

Ticosa=T, sinE
Também,
2T. b F
, COS 5=

Dividindo as equacdes

1t (9)_T1.cosa
2N\2) T T F

Usando a primeira equacgao:

F+m
0 = 2tan? [( = g) cot a]

10

ey

(Cilindro ;flaiesquerda)

(Cilindro central)

A

2P

Para um dos cilindros laterais, temos

NsenB =T sen (%) 0]

T cos (%) =N cosfB + P (ll)

Para o cilindro central,

2N cosfB = 2P = Ncosf = P (lll).

Usando () em (Il), podemos reescrever o sistema
como

T sen (g) = Nsenp(l)

T cos (%) =2Ncosp (IV)

Dividindo (1) por (IV), vem

Tsen(a/2) 1 Nsenp _ a
T cos(a/2) E'Ncos[)’ = tef = Ztg(i)'

18. Solugao:

mg T

Cada pedago da corda esta sujeito a duas forgas de
tragdo, em suas extremidades, e a sua forca peso.
Como o peso estd na vertical; na horizontal, as
componentes da tracdo devem se anular, enquanto a
resultante da trac&o na vertical deve equilibrar o peso.
AT,=0—T,cosB=Tgcosd = T,

ATy=mg — T, senb + Tg send = mg

Resolvendo o sistema, encontramos o valor de T, Tg
eTs.

19. Considere o seguinte esquema:

A forga resultante da soma vetorial da normal com o
atrito deve ser vertical para cima e deve estar na
mesma linha vertical que o peso. Assim, é garantido o
equilibrio translacional e rotacional. Como estamos na
iminéncia do movimento, podemos afirmar que tg8 =
Y, e da geometria do problema tg6 = (L - x)/L, o que
resulta em: x = L(1 - p).

18
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23. Resolugao do prof Laerte
Considere um bloco de massa M encostado em uma
parede vertical. Uma forca Fé aplicada formando um
angulo 8 com a horizontal.
Desejamos determinar:
1. Aforgca minima F para um valor fixo de 6;
2. O angulo 6 que torna essa forga minima;
3. O valor absoluto da forca minima.
Assumiremos que:
e O bloco permanece em repouso;
e Aparede é vertical;
e O coeficiente de atrito estatico entre o bloco
e a parede é y;
e A forca F aponta para cima e contra a
parede;
e 0°<0<90°.

Decomposicao da forga aplicada
A forca F possui duas componentes:

e  Componente horizontal:
F,=Fcos@

e  Componente vertical:
F, =Fsing

A componente horizontal comprime o bloco contra a
parede, gerando a for¢a normal N.

Forga normal
Como o bloco estd em equilibrio na dire¢éo horizontal,
a resultante horizontal deve ser nula.
A parede exerce uma forga normal N para a
esquerda, enquanto a componente horizontal da forga
aplicada aponta para a direita.
Assim:

N = Fcosf

Portanto, a forga normal exercida pela parede sobre o

bloco é

Forga de atrito
O bloco esta sujeito ao peso Mg, direcionado para
baixo.
A componente vertical F sin 6 aponta para cima.
Para que o bloco permanega em equilibrio, a forga de
atrito podera apontar para cima ou para baixo,
dependendo do valor de F.
A forca de atrito estatico possui mddulo méximo dado
por

fmax = uN

Substituindo N = F cos 0:
fmax = UF cos @

A condigao geral para o atrito estatico &
Ifl < uN

Equilibrio na diregao vertical
Escolhendo o sentido para cima como positivo, temos:
Fsinf@+f—-Mg=20

Logo,
f=Mg—Fsinf

Essa expressao mostra que:
e Se Fsinf < Mg, o atrito aponta para

cima;

e Se Fsinf > Mg, o atrito aponta para
baixo;

e Se Fsinf = Mg, ndo ha necessidade de
atrito.

Para o bloco permanecer em repouso, deve ser
possivel satisfazer:
[IMg — F sinf| < uF cos 6

Parte | — Forga minima para um 6 fixo
A desigualdade
[IMg — F sinf| < uF cos 6

pode ser escrita como duas desigualdades:
—pF cos@ < Mg — Fsinf < uF cos6

Para encontrar a menor forca possivel, analisamos a
condi¢do que estabelece o limite inferior de F.
A primeira condigao relevante é;

Mg — Fsinf < uF cos@

Reorganizando:
Mg < Fsinf + uF cos 6

Colocando Fem evidéncia:
Mg < F(sin6 + pcos )

Portanto:
M
F>_ "9
sinf + pcos @

Assim, a menor forca aplicada para um angulo fixo 8é
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Mg

Fonin(0) = sinf + pcos 8

Nesse caso, o atrito estd no seu valor maximo e
aponta para cima:

f=uN

Isso ocorre porque, para obter a menor forga aplicada,
aproveitamos ao maximo o atrito da parede para
ajudar a sustentar o bloco.

Parte Il — Determinagédo do angulo que minimiza
F
A expressao obtida é
Mg
Fmin(e) =

sinf + pucos @
Como Mgé constante, para minimizar Fdevemos

maximizar o denominador:
sin@ + pcos

Ha duas maneiras Uteis de fazer isso.
Método 1 — Derivagédo
Definimos
D(6) = sinf + pcosH
Para obter 0 maximo de D, derivamos em relagao a
0:
D'(0) = cos@ — usinf

No ponto de maximo:
D'(0) =0

Logo:
cosf —usinf =0

Portanto:
cosf = usind

Dividindo por cos 6:
1=putan@

Assim:

1
tanf = —
u

e, portanto,

1
Ostimo = arctan (;)

Método 2 — Forma trigonométrica
A expressao
sin@ + pcos

pode ser interpretada como o produto escalar entre os
vetores
(sin@,cos )

1w

O modulo do primeiro vetor é 1, enquanto o médulo
do segundo é

14 pu?
O valor maximo do produto escalar é o produto dos

maédulos:
sin@ + pcosf < /1 + u?

A igualdade ocorre quando os vetores sdo paralelos.
Isso conduz novamente a

1
tanf = —

Portanto:

1
Osimo = arctan (ﬁ)

Parte Ill — Valor da forga minima
No &ngulo 6timo, temos:

sin@ + pcosf =1+ pu?

Substituindo na expresséo da forga:
Mg
V1+p?
Logo, a for¢a minima absoluta é
__Mg

Finin \/T_/,LZ

Frin =

Resposta final
Para um angulo fixo 6, a menor forga capaz de manter
0 bloco em equilibrio é

Fiin (9) =

Mg
sinf@ + pcos 6

0 angulo que minimiza essa forga satisfaz

1
tanf = —

ou seja,

1
Bstimo = arctan (;)

Finalmente, o menor valor possivel da forca é
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Mg

fmin =

Nesse caso, o atrito estatico atua para cima e esta no

limite:

24. Interpretacao do problema
Ha dois circulos idénticos, cada um de raio R,
apoiados um contra o outro. Um objeto plano é
colocado sobre eles, sem atrito.
As forgas horizontais F, aplicadas aos circulos, séo
dirigidas para dentro:
e no circulo da esquerda, F aponta para a
direita;
e no circulo da direita, F aponta para a
esquerda.
A finalidade dessas forgas é impedir que os circulos
se afastem devido & agéo do objeto colocado sobre

eles.
A densidade superficial do objeto € uniforme e vale o.
Portanto:
massa do objeto = oA
€ Seu peso &

P = dAg.

O angulo 6 é o @ngulo entre a horizontal e o raio que
liga o centro de um circulo ao ponto de contato com o
objeto.

Como n&o ha atrito, a forca de contato entre o circulo
e 0 objeto é normal as superficies. Como o circulo &
tangente ao objeto, essa forca é dirigida ao longo do
raio que passa pelo ponto de contato.

Equilibrio do objeto

Considere o objeto apoiado simetricamente sobre os

dois circulos.

Se Né a forca normal exercida por cada circulo sobre

0 objeto, as duas forgas normais sdo simétricas.

Cada normal forma o angulo 8com a horizontal.

Portanto, a componente vertical de cada normal é
Nsin@.

Como existem dois circulos, o equilibrio vertical do

objeto fornece
2N sin@ = P.
Logo,
_ P
"~ 2sin®’

A componente horizontal da forga normal vale
Ncos@.

Essa é a componente que tende a afastar os dois
circulos.

Assim, a forca horizontal necesséria em cada circulo
é

F =Ncos6.
Substituindo N
" 2sin cos Y-
Portanto,
F = P to
= E Cco

Como P = gAg, obtemos a formula geral:

gA
F =Tgcot9

Item (a) — Triangulo is6sceles de lado comum L
Geometria do tridngulo
O triangulo é isdsceles, com os dois lados inclinados
tendo comprimento L.
Como o lado do triéngulo é tangente ao circulo, o raio
que chega ao ponto de contato € perpendicular ao
lado.
O raio forma angulo 6 com a horizontal. Portanto, 0
lado do tridngulo forma angulo

90° -0

com a horizontal.
Consequentemente:
e abase do tridngulo tem comprimento
b =2Lsin0@;

e aaltura do tridngulo é
h=LcosH.

Vamos verificar essas expressoes.
Para a metade direita do triangulo:

b
5= Lcos(90° — 8) = Lsin@,

portanto
b =2Lsinf.

Aaltura é
h = Lsin(90° — §) = Lcos@.

Area do triangulo

A area vale
A bh
A T 2 .
Substituindo be h:
(2L sin8) (L cos 6)
A= 2 .

Cancelando o fator 2:
Ax = 1?sinfcosb.

Logo,
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|AA =12 sin6c056|

Também poderiamos escrever:
2

Ap = 7sin29.

Peso do triangulo
Como a densidade superficial é o,
PA = O'AAg

Assim,
P, =o0gl?sincosé.

Forga horizontal
Usamos a expressao geral:

F—P to
= coté.

Substituindo o peso do tridngulo:
_agl?sinfcosf cosb

AT 2 sing

Agora cancelamos sin 6:
2
oglL
FA =

cos? 6.

Portanto,

2
cos? 6

oglL
FA(0) =

Maximo e minimo no caso do triangulo

Como
2

cos? @,

F.(0) = ogl
)
e0 <6 <90° temos:
e cos? @é maximo quando 8 = 0°;
e cos? @tende a zero quando 6 — 90°.

Logo:
ogl?
Fpmax = o
para
6=0°
e
FA,min =0
quando
6 - 90°]

Geometricamente, os extremos exatos correspondem
a configuragbes degeneradas. Portanto, para
configuragdes ndo degeneradas, trata-se de méaximo
e minimo no limite.

Item (b) — Reténgulo de altura L
Geometria do retangulo

Considere o ponto de contato do retdngulo com o
circulo da direita.
O centro do circulo est4 a uma distancia R do ponto
de contato entre os dois circulos.
A projecdo horizontal do raio que liga o centro do
circulo ao ponto de contato vale

Rcos@.

Por simetria, a largura do reténgulo é igual & distancia
entre os dois pontos de contato.
A distancia horizontal entre os centros dos circulos é
2R. Em cada lado, a projecéo horizontal que deve ser
descontada é R cos 6.
Assim, a largura do retangulo é

b =2R —2Rcosf.

Logo,

|b =2R(1 —c059)|

A altura do retangulo é dada pelo enunciado:

h=1L.
Area do retangulo
Adrea é
Aret = bh
Substituindo:
At = 2R(1 — cos O)L.
Portanto,

|Aret = 2RL(1 — cos 0) |

Peso do retangulo
O peso vale
Pt = aAret.g-

Assim,
Py = 20gRL(1 — cos 6).

Forga horizontal
Aplicando novamente
P
F = —cotf,
2 ({0}

temos
20gRL(1 — cos )
ot = > cotf.

Cancelando o fator 2:
Fet = 0gRL(1 —cos ) cot 8.

Como
g = cos @
ot = Sine’
segue que
P — oaRL (1 —cosB)cosb
ot = 0 sin @ '
Portanto,
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cos 6 (1 —cosbh)
Fg(0) = 0gRL——————

sin 0
Usando a identidade
1—cos@ . 0
sin anz,

também podemos escrever:

0
Fet(6) = ogRL cos 6 tanE

Extremos da forga para o retangulo
Definimos

cos 6 (1 —cosB)
f(6) = sin@ '
Também podemos escrever:
sin @ cos 6
fO) =

1+cosf’

Para encontrar os extremos, derivamos:

'(g) = d (sinecose)
f()_ﬁ 1+cos8/’

Aplicando a regra do quociente:
") = (cos? 8 —sin?B)(1 + cos 0) + sin? H cos @
f - (1 + cos6)? ’

Simplificando 0 numerador;
(cos? 8 —sin? 0)(1 + cos 8) + sin? A cos §

= c0s? 0 — sin® 6 + cos3 O — sin? 6 cos
+ sin? 0 cos 0

= c0s? 0 —sin® @ + cos3 9.

Como
sin?0 =1 — cos? 9,
temos
cos? 0 —sin? 6 = cos? 0 — (1 — cos? 6)
=2cos?6 — 1.
Logo,

cos3 6 +2cos?8 -1
(1 + cos6)?

f'6) =

Para um ponto critico:
cos360 + 2cos?2—1=0.

Fatorando:

cos360 +2cos?0—1
= (cos 8 + 1)(cos? 0 + cos O
—-1).

Como cos 8 + 1 # 0no intervalo fisico, resta:
cos?6 +cosf —1=0.

Definindo
x =cos@,

obtemos:
x>+x—-1=0.

Pela formula de Bhaskara:
_—1+VI+4 -1%45

X 2 2

Como 0 < cos 8 < 1, devemos escolher

V5 -1

cosf =

Portanto,

2

\/3—1)

Omax = arccos(

Numericamente:

Bmax ~ 51,8°

Para calcular o valor méximo de F, seja

V5 -1
c=cosf = .
2
Como
ct=1-c
a expressao
c(1-2o¢)
) =——=
f(0) sin @
fica
c-c? c3
f(0) =

sinf sin@’

Uma forma mais simples ¢ calcular numericamente:
¢~ 0,618,

sinf =+4/1—c? = 0,786.

Entéo:
(0,618)(1 — 0,618)
max ™ 0,786
236 0,300
fmax ~ 0,786 ~ U, .
Logo,

[Fetmax ~ 0,300 0gRL]

A forga tende a zero quando 6 — 0°e também
quando 8 — 90°. Portanto:
Fretmin = 0

nos limites degenerados
[6 > 0°0uB - 90°.]

Item (c) — Um circulo
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Neste item, o objeto colocado sobre os dois circulos
inferiores também é um circulo.
Seja r 0 raio desse circulo superior.
Os centros dos dois circulos inferiores estdo
separados horizontalmente por

2R.

Por simetria, o centro do circulo superior esta sobre a
mediatriz do segmento que une os centros dos
circulos inferiores.
Considere o circulo inferior da direita. A distancia
entre os centros do circulo inferior e do circulo
superior é

R+

A projecdo horizontal dessa distancia é R, pois o
centro do circulo superior esta sobre 0 ponto médio
entre os dois circulos inferiores.

Portanto:
(R+71)cos6 =R.
Dai:
R = .

tr cos @
Logo,

_ R

" cos@

Colocando Rem evidéncia:
|r = R(secO — 1)|

ou

1—cosé@
r=R—

cos

Area do circulo superior
Adrea é
A, = mr?.

Substituindo o valor de r:

1—cos#@
A, = mR? ( )
cos 8
Portanto,
(1 — cos 8)?
A, = mR?
r cos? 6
Peso do circulo superior
O peso vale
P, = 0dA.g.
Assim,
(1 —cosH)?
P, = R?———
- =199 cos2 6

Forga horizontal
Usando

temos:

1 1 —cos6)? cos6
E=§nagR2( )

cos2 @ sin@ "’

Simplificando um fator cos 6:
nogR? (1 — cos 6)?
2 sin 8 cos @

F.(6) =

Essa é uma forma correta da resposta.

Analise dos extremos para o circulo
Considere
(1 —cos )2

sinfcosf °

f(6) =

Quando 6 — 0°
Usando as aproximagdes para angulos pequenos:
2

1-— 0 ~—,
cos 5

sinf = 6, cosf = 1.

Ent&o:
&)
7) 63
fO) =~ =
Logo,
f() - 0.
Consequentemente,

F, = 0quando 8 — 0°.

Quando 8 - 90°
Nesse caso,
cosf - 0,

e 0 denominador sin 8 cos 6 tende a zero, enquanto
0 numerador tende a 1. Portanto:

E — oo,

Assim:

F, - oo quando 8 — 90°.

A fungao é crescente no intervalo fisico 0° < 8 <
90°. Portanto:
e ndo ha maximo finito;
e aforga cresce indefinidamente quando Ose
aproxima de 90°;
e 0 menor valor ocorre no limite 6 — 0°.

F,min = 0paraf - 0°

F, max = o para 8 — 90°.
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Resumo final
A férmula geral é

gA
F =Tgc0t6

em que Aé a area do objeto apoiado sobre os dois
circulos.
a) Triangulo isdsceles de lados L

A, =1%sinf cosh

ogl?
Fp = .92 cos? @

e  Maximo:
ogl?
FA,max = T
emé =0°
e Minimo:

|Famin = 0|
quando 6 — 90°.

b) Retangulo de altura L

Alargura é
b =2R(1 — cos0).
Logo,
At = 2RL(1 — cos 6).
Aforga é
cos B (1 —cosB)

Fa=00R ™ Gne

ou

0
Ft = 0gRL cos 8 tanz

O maximo ocorre quando

V5—-1
2

cosf =

ou

Nesse ponto:
|Fret,max ~ 0,300 0-gRL|

c) Circulo
O raio do circulo superior é

_ 1—cos@
"= cos @

Sua area é
(1 —cos9)?
A, = nR? ————.
T cos2 6
Logo,
- mogR? (1 — cos 8)?
°T 2 sin 8 cos @
e Minimo:
Fo,min =0

quando 8 — 0°;
e Quando 8 — 90°:
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3. MOMENTO DE UMA FORGA OU TORQUE (7y):

E uma grandeza vetorial, que mede o
possivel efeito de rotagdo de uma forga sobre um
corpo, em torno de um ponto denominado de polo
(“eixo de rotagéo”). Informalmente, o torque mede a
“eficiéncia” de uma for¢a em produzir rotagdo em
torno de um eixo. O torque é o equivalente rotacional
da forga.

Considere uma porta (“visdo de cima”)
sujeita a aplicagdo de uma forga Fa uma distancia
ddo eixo de rotagéo (“polo ou eixo”) conforme a figura
abaixo.

TENDENCIA DO A

- 2 |
MOVIMENTO DE F F I
A 1
EIXO < ROTACAO p !
& e —
\\ u’ - Fx
b .
\ _-~"LINHA DE ACAO DA FORCA
N APLICADA
o

A *habilidade” de uma forga em produzir rotacéo
depende de trés fatores:

» Do médulo da forga aplicada | F|;

+ Da distancia dentre o ponto de aplicagdo da forca e
0 eixo;

+ Do angulo (8)no qual a forga ¢ exercida;

Primeiramente na figura 1: é possivel obter as
componentes da forga (F)que atuam sobre a chave
de rodas:

E, =F - senf.
F, = F - cosf.

0 moédulo do torque (7)é definido como o produto do
maédulo da for¢a perpendicular ao eixo da chave pela
distancia do ponto de aplicagdo ao polo.
Matematicamente, podemos escrever:

|Ze] = |E)| - d.

|26l = |E,| - d = (F - send) - d

Vamos agora para o CALCULAR O TORQUE em
funcdo DO BRAGO DA FORCA (distancia da linha de

acdo da forca ao polo). E facil perceber na figura
acima a relagéo:

TENDENCIA DO
MOVIMENTO DE
EIXO < ROTAGAO 4
e e  — ,— — ,— =
[e—T —
b i
S LINHA DE AGAO DA FORGA
v E APLICADA
send =— - b =d - senf.

Finalmente, podemos escrever o torque de dois
modos:

Tr = (F -senf)-d =F - b.

Algebricamente, podemos reescrever a eq. 1.59 na
forma:;

Tp = +(F -senf) -d = +F - b.

Em diversas situagdes, serd pratico determinar o
brago da alavanca, e dessa forma, calcular o torque
que ela produz. Vale ressaltar, que sobre a linha de
acéo da forga aplicada (o vetor forga néo ¢ alterado),
por isso, a podemos transladar a forga (“reposicionar
aforga”).

OBSERVAGOES GERAIS:

+ Apenas a componente perpendicular da forca
aplicada a chave produzira torque;

+ O torque tera MODULO MAXIMO quando a forga for
perpendicular ao eixo da chave e estiver o mais
distante possivel do eixo de rotagao;

TENDENCIA DO
MOVIMENTO DE
ROTAGAO
* Quanto mais distante do polo, maior sera o torque
aplicado pela forca F.

+ Uma forca que puxe ou empurre diretamente contra
0 eixo ndo produz torque;

NAO HA TENDENCIA DE
EIXO MOVIMENTO DE ROTACAQ =

| [Cemm—mmr—m ] I—F>
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UNIDADE: A unidade de torque é o newton-metro e

ndo ha nenhuma relagdo com a grandeza energia.

unid(Zz) =N -m

EXEMPLO 1: Uma barra OA situada num plano
vertical pode girar em torno do ponto de suspenséo
O. Determine 0 momento da forga F de intensidade
10 N em relagéo ao ponto O nos casos indicados
abaixo:

3 F—s[F 0

A
) 0,2 mf__ &0 d oM@ -.-
—_—
F B 05m
A F

Respostas: a) zero; b) zero; ¢) 2N - m; d) 5N - m.

EXEMPLO 2: Nas figuras abaixo determine os
momentos das forgas dadas em relagéo ao ponto

b) "

Binario

Brago do binério é a distancia d entre as
linhas de acéo das forcas.

Plano do binério é o plano determinado
pelas linhas de agao das duas forgas.

) linhas de acdo
© «——— das forcas

Fe-F

%%&M

Equilibrio estatico de um corpo extenso

Para que um corpo extenso se mantenha
em equilibrio, além da resultante (Frs) de todas as
forgas que agem sobre ele ser nula, a soma algébrica
dos momentos de todas essas forgas também sera

nula.
z M=0

Maquinas sd3o, de uma forma geral,
dispositivos cuja fungao basica é transmitir, multiplicar
e modificar de modo conveniente a acéo das forgas.
Quando sdo constituidas de uma Unica pega, um
Unico sistema rigido, sdo denominadas maquinas
simples.

Alavancas

As alavancas sdo um tipo de maquina
simples que consiste essencialmente em uma barra
alongada que pode girar em torno de um ponto de
apoio. Elas podem ser divididas em trés tipos:
interfixas, inter-resistentes e interpotentes.

Alavanca é chamada de interfixa quando o
ponto de apoio esta entre os pontos de aplicagdo das
forcas potente (F p) e resistente (F r).

Prof Laerte

Denomina-se hbinario ou conjugado um
sistema de duas for¢as de intensidades iguais,
sentidos opostos e linhas de acao paralelas entre si.

27



Prof. Laerte Pereira

Alavanca é chamada de inter-resistente quando a
forca resistente (F p) esta entre o ponto de apoio e a
forga potente (F r).

Prof Laerte

Alavanca é chamada de interpotente quando a forga
potente (F p) esta entre o ponto de apoio e a forca
resistente (F r).

Prof Laerte

S [ P e e e

Teorema das trés forgas

Se um corpo estiver em equilibrio sob a¢do
exclusiva de trés forgas, estas deveréo ser coplanares
e suas linhas de acdo serdo, necessariamente,
concorrentes num Unico ponto ou paralelas.]

1°) Uma escada AB encontra-se em equilibrio apoiada
em uma parede lisa. Na figura, duas das trés forgas
que atuam sobre a escada s&o o peso P e a forga F
exercida pela parede. Podemos obter graficamente a
direcdo da forca R, que o chdo exerce na escada, na
posi¢do de equilibrio. Basta determinar o ponto C
(ponto de concorréncia das linhas de agéo de F e P)
para concluir que a linha de acdo de R é a reta
determinada pelos pontos C e B.

i

2°) Considere uma barra AB em equilibrio pendurada
em uma parede por meio de um fio de peso
desprezivel. Podemos determinar a dire¢do da forga
R exercida pela parede sobre a barra. As linhas de
acdo do peso P e da tragdo T concorrem no ponto C.
A forca R tem linha de ag&o definida pelos pontos A e

Prof. Laerte
P

EXEMPLO 3: A barra homogénea AB de segéo
reta uniforme esta articulada em A e é mantida na
horizontal pelo fio ideal BC.
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A barra tem peso 100 N e o corpo D pesa 250 N.
Determine a tragdo no fio e as componentes
vertical e horizontal da reagao da articulagéo A.
Dados: sen 6 =0,6; cos 8=0,8

C

EXEMPLO 4: Uma barra homogénea de peso P =
20 N esta apoiada nos extremos A e B distanciados
de 1,0 m. A 0,20 m da extremidade B foi colocado
um corpo C de peso Pc = 20 N. Determine as
intensidades das reagdes dos apoios A e B sobre
a barra.

Prof Laerte

Resposta: Y, - 1dNeY, = 26N

Equilibrio dos corpos suspensos

Seja um corpo suspenso por um ponto S,
como mostra a figura ao lado. Para que ele esteja em
equilibrio, é necessario que o centro de suspensdo S
eo centro de gravidade CG estejam na mesma
vertical.

O corpo estara em equilibrio:

+ Estavel: quando o centro de gravidade estiver abaixo
do centro de suspensao.

movimento
equilibrio estavel

* Instavel: quando o centro de gravidade estiver acima
do centro de suspensao.

CcG

movimento

equilibrio instavel

« Indiferente: quando o centro de gravidade coincidir
com o centro de suspensao.

equilibrio indiferente
Equilibrio dos corpos apoiados

Para que um corpo apoiado esteja em
equilibrio, € necessario que a vertical tragada pelo
centro de gravidade dele passe “dentro” da base de
apoio.

Se a vertical passar “fora” da base de apoio,
surgird um momento de médulo igual a (P.d), que
ocasionard uma rotag&o no corpo, fazendo o corpo
tombar. A imagem abaixo representa essas duas
situagoes.
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CG

Y=

P

\.—V—J
grande base de apoio

pequena base
de apoio

No caraté, por exemplo, o atleta, em posigéo
de combate, promove uma maior abertura das pernas.
Essa posi¢&o produz maior estabilidade, pois ha uma
ampliagao da base de apoio.

posicao normal
]

n‘.

posicao de combate

o

base de apoio base de apoio

O equilibrio dos corpos apoiados pode ser:

+ Estavel: quando, afastando-se ligeiramente o corpo

* Instavel: quando, afastando-se ligeiramente o corpo
de sua posicéo de equilibrio, ele ndo volta a posi¢do
inicial;

* Indiferente: quando, afastando-se ligeiramente o
corpo de sua posigao de equilibrio, ele permanece em
equilibrio nessa outra posigéo.

A V §

il

7 7
equilibrio equilibrio equilibrio
estavel instavel indiferente

EXEMPLO 5: A figura apresentada abaixo
representa um objeto cilindrico colocado sobre
uma superficie plana e inclinado em relagéo a ela,
formando um angulo a. O ponto D representa a
posigao de seu centro de gravidade, A e B, os dois
extremos da base, e C, 0 ponto médio entre Ae B.

/ . ___solo

A C B

A partir da andlise das condicdes em que se
encontra o objeto cilindrico, ele tendera a

a) manter-se em equilibrio se a reta normal ao solo,
que passa por D, mantiver-se entre A e B.

b) manter-se em equilibrio, ainda que o didmetro
da base seja reduzido a CB.

c) cair se sua altura diminuir e o ponto C aproximar-
se da base AB.

d) manter-se em equilibrio, mesmo com a
diminuicao gradual do valor de a.

EXEMPLO 6:
A

a) Classifique o equilibrio das bolinhas quando
posicionadas em A, B e C.

b) Explique o porqué de sua classificagdo para as
trés situacdes.

APROFUNDAMENTO - Trabalho Virtual
Introdugéo

Se eu te perguntar: Qual é o angulo que
deixa essas barras em equilibrio?

A B p
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Para responder essa pergunta temos que
fazer o diagrama de corpo livre. Para esta etapa é
importante notar que € um apoio de 2° género, ou
seja, possui forgas de reacdo (uma vertical e uma
horizontal), enquanto € um rolete possuindo apenas
uma reagao (na vertical). Lembre-se que é uma forca
externa que puxa o apoio

Ai fica assim:

temos que fazer ), Fe ), Mpara achar as reagdes.
Depois, temos que separar as barrinhas e considerar
todas as forgas que atuam em cada barra.

Feito isso, temos que fazer o equilibrio todo
de novo para essa barrinha e finalmente encontrar o
angulo. Parece trabalhoso né? E se eu te falar que
tem um método mais rapido de resolver esses tipos
de problemas?

Senhoras e senhores, apresento a vocés o
Trabalho Virtual. Utilizamos esse método para
resolver aquelas questdes onde temos varios
elementos interligados em que o movimento de um
altera 0 movimento do outro, ou seja, podemos ter
diferentes posicdes de equilibrio no sistema.

Trabalho virtual

A gente viu que para existir trabalho precisa
existir deslocamento, certo? Mas os problemas que
vemos em Estatica estdo parados.

A ideia do trabalho virtual é criarmos um
movimento imaginario que vamos chamar de
deslocamento virtual 8d. E o que seria isto? E um
movimento ficticio que vamos obrigar o sistema a

realizar para vermos as varias posicdes que ele pode
assumir e determinarmos a mais correta.

Imagina uma bolinha que esteja em
equilibrio devido a atuagdo de varias forgas. Para
mover essa bolinha temos que aplicar uma nova forga,
certo? Para que o trabalho seja infinitesimal (virtual) &
necessario haver também uma disténcia infinitesimal.
Mas se eu quiser produzir um movimento muito muito
pequeno, seria preciso uma forga igualmente
pequena, né?

A ideia é que ao criar essa forca extra
necessaria para produzir o tal movimento infinitesimal,
ela seja tdo pequena que n&o altere em nada o
conjunto de forgas que ja atuam no sistema, ou seja,
ela vai ser desprezivel.

Com base nessa ideia, podemos descrever
o trabalho virtual realizado sobre a bolinha por esse
tal deslocamento imaginario:

06U =F.cos0.6d

Uma vez que temos um deslocamento
infinitesimal teremos uma variagdo infinitesimal do
trabalho.

Diagrama de Forgas Ativas

Lembra dos exercicios de Equilibrio, onde
tinhamos que fazer o diagrama de corpo livre para
resolver as questdes? Agora vamos fazer um
diagrama um pouquinho diferente. Mas antes temos
que ver alguns conceitos.

Para isso, vamos utilizar esse exemplo
inicial para entendermos melhor.

Forgas Ativas: sdo aquelas que estdo
aplicadas no corpo e que podem gerar trabalho virtual,
ou seja, que podem produzir algum possivel
movimento. E como fago para identificar essas
forcas? E s6 ver quais das forcas provocariam algum
movimento na estrutura.
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Imagina que a conexdo do ponto pudesse
se mover. Repare que tanto a forga como as forgas
iriam fazer as barrinhas se moverem, logo elas s&o as
nossas forgas ativas.

Forgas Reativas: sao as forcas que atuam
nos apoios. Essas forgas nao realizam trabalho, pois
a finalidade do apoio é impedir o0 movimento em uma
ou mais diregoes.

No nosso exemplo, temos duas forgas
reativas em A, porque ndo ha movimento na horizontal
e na vertical, isso acontece por que 0 apoio A é um
apoio de 2° género.

E temos uma Unica forca em B, pois ndo
pode ter movimento na vertical, isso acontece por que
B é um apoio de 1° género (0 simbolo dele é um
circulo).

Forcas internas: Essas forgas sempre existem em
pares iguais e de sentidos opostos (ag&o e reacéo),
por isso, também nao realizam trabalho. No nosso
exemplo, temos um par dessas for¢as devido a
conex&o entre as barrinhas no ponto C.

Agora que sabemos esses conceitos,
podemos entender o diagrama de for¢as ativas.
Nesse carinha desenhamos a estrutura principal do
problema e colocamos apenas as forgas que podem
realizar trabalho virtual, ou seja, as forgas ativas.
Entéo, como ficaria o diagrama do nosso exemplo?

P

T

Para terminarmos de resolver esse exemplo sé
precisamos de mais um conceito.

Principio do Trabalho Virtual (PTV)

O Principio do Trabalhos Virtual, que
podemos abreviar por PTV, diz que o somatorio dos
trabalhos virtuais produzidos por cada forga ativa em
um sistema é nulo. Matematicamente, temos:

8U = F,6d + F,8d + -+ = 0

Resumidamente, nas questdes de trabalho
virtual vocé tera que seguir esse passo a passo aqui:

1. Identificar todas as forgas que podem gerar algum
movimento na estrutura e montar o diagrama de
forgas ativas.

2. Calcular o trabalho que cada uma dessas forgas
faz.

3. Somar o trabalho virtual total e igualar a zero. Nesse
caso, é o trabalho virtual total.

Agora que aprendemos isso tudo, vocé deve
estar se perguntando qual é a vantagem de usar
trabalho virtual.

- Vocé nédo precisa desmembrar toda a estrutura,
vocé trabalha com ela inteira.

- Podemos resolver as questdes sem precisar achar
as forgas reativas, o que economiza um tempo. Entéo,
bora terminar de resolver aquele exemplo para acabar
com qualquer duvida.

Sempre vamos comegar as questdes de
trabalho virtual montando o diagrama de forgas ativas.
O diagrama desse exemplo nés ja montamos,
lembra?
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Depois temos que analisar quais s&o 0s
movimentos possiveis de ocorrer devido cada forga
que identificamos. A gente chamou a distancia entre
0s apoios de x e a altura entre o centro de gravidade
de cada barra até a linha dos apoios de h. Que tal
escrevermos esses valores em fungéo de 6 e [. Para
isso vamos olhar o seguinte tridngulo formado:

Agora vamos para os trabalhos temos que a
forca P pode fazer um deslocamento horizontal e os
pesos mg, um deslocamento vertical. Escrevendo
matematicamente isso, vamos ter o trabalho da forca
P:

6U1 = PSx
6U, = mgdh + mgdh
6U = Péx + 2mgéh =0

Sabemos que a questdo pede o angulo 6
para haver equilibrio. Mas repare que nessa equagéo
nao aparece nenhum angulo 6, né? Entéo, o préximo
passo é fazer aparecer a incdgnita que queremos
achar nessa equagao ai.

Para isso, vamos achar alguma relagao de x
e h.com o nosso 6. E como vamos fazer essa magica?
Vamos usar trigonometria.

Utilizando o nosso tridngulo:

68/2

2h

x/2

~215n(2)
X = AL sIn 2

O préximo passo é derivar essas duas equagdes que
achamos em fungdo de 6 para acharmos esses
deslocamentos  virtuais  infinitesimais.  Pessoal,
lembrem que temos de derivar a fungdo dentro do
paréntesis também, isso faz com que aparece o termo
60, que é a derivada do angulo.

0
dx = lcos (E) 60

lsen (%) 50

6h = —
4

6U = Péx + 2mgéh =0

60 1=0

0 lsen (%)
P (l cos (E) 69) —2mg 7

0

o (9

an(3) 2p
cos(8) ™9

7] _ 2P
9(3) = mg

EXEMPLO 1: Determine, em fung&o do angulo 6,
o0 momento M, aplicado através do eixo a conex&o
inferior, necessario para suportar a carga P.
Despreze o0s pesos das partes.
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M = 2Pr .senf

EXEMPLO2: A mola de constante K ndo esta
distendida quando 6=0. Obtenha uma expresséo
para a forca P necessaria para defletir o sistema
de um angulo 6. A massa das barras é desprezivel.

RESOLUCAO:

RESOLUGAO:
'Fe.i

86U, = —F4 6y
g
— r y=2l—2lcos8
A forca elastica esta fazendo com que y diminua,
27c0sf por isso seu trabalho é negativo.
i 8Up = P 6x
reost| | g r For = ky
a barra ficaria totalmente esticada:
y = 2rcos 6

y =2rcosf = &y = —2rsenf 60
§Up = —P 8y = 6Up = —P(—2rsend 60) ”

6Up = 2Prsend 56

SU=0 = Uy +06Up=0

—M + 2Prsenf =0
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lcosB

lcosB

F, =ky = F, = k(2L — 2lcos8)
y=2l—2lcos8 = 8y = 2l.send 56

6Ug = —Fy 8y = —k(21 — 2l cos 8)(21.sen6 66)

x = l.send

6x =lcos@ 660
6Up = Pdx = Plcos@ 66

Plcos® 60 — k(21 — 2l cosB)(2l.senf §6) = 0

4kl(senf — senf cos )
P =
cos 6

EXEMPLO 3: O cilindro hidraulico € usado para
afastar as conexdes e elevar a carga m. Determine
a forga compressiva C no cilindro, para a posigao
mostrada. Despreze a massa de todas as partes, a
excegao de m.

EXERCICIOS DE EMBASAMENTO

1. (Ime 2023)

Uma balanca de massa desprezivel recebe a
aplicagéo de 3 forgas, como indicado na figura acima.
A disténcia x assinalada, em metros, que garante o
equilibrio, & aproximadamente:

a)2,0

2. (Ufpr 2023) A figura a seguir mostra uma prancha
retilinea AB que deve ser mantida na horizontal, em
equilibrio estatico.

SuperProfessor®

O peso da prancha pode ser desprezado em
comparagdo com as outras forgas envolvidas. A
prancha esta apoiada num suporte triangular no ponto
C, e sobre ela esta colocado um objeto (que pode ser
considerado pontual) de massa m = 2,0 kg a uma
distancia d1 = 3,0 m do suporte em C. Do outro lado

do suporte, ha uma forca vertical F orientada para
baixo, de mddulo F = 15 N, que esta aplicada na
prancha num ponto que esta a uma distancia d2 do
suporte em C. Considerando as informagdes
apresentadas, assinale a alternativa que apresenta
corretamente o valor da distancia d> para que a
prancha seja mantida em equilibrio estético.
a)d2=0,4m.

b)d2=0,8 m.
c)d2=2,0m.
d)d2=2,4m.
e)d2=4,0m.

3. (Ita 2022) Uma ponte levadiga uniforme com peso
P e comprimento L é sustentada por uma corda
vertical na sua extremidade B, que pode sustentar
uma tensdo maxima de 1,5 P. A ponte ¢ articulada no
ponto fixo A. Um homem de peso Pn comeca a subir a
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ponte a partir do ponto A até causar o rompimento da
corda. Assinale a alternativa que contém a distancia
percorrida pelo homem ao longo da ponte.

a) PL/P,
b) PyL/P
¢) PL/R,
d) 2PL/P,
e) 3PL/P,

4, (Ita 2022) Em seu experimento para medir a
constante gravitacional G, Henry Cavendish utilizou
uma balancga de torgdo composta por uma haste leve
e longa, de comprimento L, com duas massas m em
suas extremidades, suspensa por um fio fixado ao seu
centro. Dois objetos de massa M foram aproximados
as extremidades da haste, conforme mostra a figura
abaixo, de tal forma que a haste sofreu um pequeno

repouso, e foi medida a distancia b entre os centros
das massas m e Mmais préximos. Quando torcido de
um angulo ¢, o fio gera um torque restaurador

T =—«¢. Determine a expressdo aproximada de G,
em termos dos parametros do sistema.

(o
Interbits®

b2kAd
LMm
2b%KkAd
LMm
4b%KkAd
LMm

¢)

d)

e)

5. (Ufgd 2021) Compreender os conceitos fisicos
relacionados ao equilibrio estatico de um corpo
extenso ¢ fundamental para o trabalho da construgdo
civil, pois, casas, prédios, pontes e construgbes em
geral precisam ter a sua distribuigdo de massa
previamente calculada, a fim de assegurar a
estabilidade da edificagdo. Para estudar esses
conceitos, um estudante colocou uma barra
homogénea de comprimento L e massa igual a 450
gramas em um eixo fixo de rotagdo, distante L/4 do
centro de gravidade (CG) da barra, de modo que o
Unico movimento que a barra pode efetuar é o de
rotacionar livremente sem atrito sobre o eixo fixo. Em
seguida, para a barra ficar em equilibrio na horizontal,
ele fixou, entre a extremidade direita da barra e o teto,
uma corda inextensivel de massa desprezivel, como
mostra a figura a seguir.

Eixo fixo de rotagéo

Desprezando as dimensdes do eixo fixo de rotacéo,
de forma que o centro de gravidade da barra se
localize exatamente em seu ponto médio, e
considerando a aceleragdo da gravidade igual a 10
m/s?, qual a forga de tragdo que a corda exerce sobre
a barra para manté-la em equilibrio estético na
situacéo ilustrada na figura?

a) 15,00 N.

b) 11,25 N.
c) 2,50 N.
d) 2,00 N.
e) 1,88 N.

6. (Efomm 2020) A figura abaixo mostra uma barra de
massa desprezivel apoiada sobre o vértice do
tridngulo. L1 e L2 s@o as distancias das
extremidades esquerda e direita da barra até seu
centro. Os blocos de massas my € m, estdo ligados

por um fio inextensivel de massa desprezivel
suspenso por uma roldana, também com massa
desprezivel.
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L1 L2

Para que a barra permanega equilibrada, & necessario
que a massa my seja igual a

a 4mim, L2
my +my L1
b 2mymy L2
my +my L1

L2
¢) (My +my)—=
) (M4 2)L1

d 4mym, L2
my —m, L1
e 4mim, L1
my—m, L2

7. (Efomm 2020) A figura mostra uma barra
homogénea de massa m em equilibrio. Ela esta
sustentada por um fio em uma das suas extremidades
e é impedida de cair devido ao atrito com a parede na
outra extremidade. A aceleragdo da gravidade vale
g.

A forga total exercida pela parede sobre a barra vale:
a) mgcos0
2
mgseno
2
c mgtg2e
senf+1

b)

mg
2sen0

d)

mgt929
cosO+senb

8. (Ufrgs 2020) A figura abaixo representa
esquematicamente o brago e 0 antebrago de uma

m1

Interbits®

pessoa que esta sustentando um peso P. O
antebrago forma um &ngulo de 90° com o brago.

Fg € a forga exercida pelo biceps sobre o antebrago,
e Fc é aforga na articulagéo do cotovelo.

Sendo 0 médulo do peso P =50 N e o mddulo do
peso do antebrago P, =20 N, qual € o médulo da
forca Fg ?

a) 70 N.

b) 370 N.

c) 450 N.

d) 460 N.

e) 530 N.

9. (Acafe 2019) Pedro foi com a namorada em um
restaurante para comer sushi. Entretanto, ndo sabia
utilizar os palitos tradicionais para pegar o alimento. O
gargom, entdo, forneceu palitos alternativos, presos
em uma das extremidades (A), assim podia utiliza-

los, como mostra a figura abaixo.

Com base no exposto, assinale a alternativa que
completa, corretamente, as lacunas da frase a
seguir.

O conjunto de palitos dado a Pedro funciona como
uma alavanca , dessa forma, a forga
aplicada é maior que a forca aplicada

a) interpotente — por Pedro nos palitos — pelos palitos
no sushi
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b) inter-resistente — por Pedro nos palitos — pelos
palitos no sushi

c) interpotente — pelos palitos no sushi — por Pedro
nos palitos

d) inter-resistente — pelos palitos no sushi — por Pedro
nos palitos

10. (Efomm 2018) Uma régua escolar de massa M
uniformemente distribuida com o comprimento de
30 cm esta apoiada na borda de uma mesa, com
2/3 darégua sobre a mesa. Um aluno decide colocar
um corpo C de massa 2 M sobre a régua, em um

ponto da régua que estd suspenso (conforme a
figura). Qual é a distancia minima x, em cm, da
borda livre da régua a que deve ser colocado o corpo,
para que o sistema permaneca em equilibrio?

C
[}
|_|
X
a) 1,25
b) 2,50
c) 5,00
d) 7,50
e) 10,0
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Gabarito DE EMBASAMENTO

Resposta da questdo 1:

(B]

Para o torque nulo em relagdo ao ponto fixo,
devemos ter:

20-20-40-x =40sen30°-8

400-40x =160

LX=6m

Resposta da questao 2:

(E]

Para que se tenha torque nulo em relagdo ao
ponto C, devemos ter:

mg-dy =F-d,

2:10-3=15-d,

d2 =4m

Resposta da questdo 3:
ANULADA

Questdo anulada no gabarito oficial.

Representando as forgas na barra e aplicando a
condigdo de torque nulo no ponto A, obtemos:

1,5P

L
— cos0
2cos

A
\ 4

dcosb

A
Y
Interbits®

Lcos6

P-%cosG+Ph -dcos8-15P-Lcos8=0

_PL

Ld=—
P

Como ha 2 alternativas que satisfazem a
solugdo do problema, a questdo é
inconsistente.

Resposta da questao 4:

(]

Para que o sistema esteja em equilibrio, o
bindario gerado pela forga gravitacional deve se
igualar ao torque gerado pelo fio:

Fol = kad
GMm | _ kao
b2
2
o koo
LMm

Resposta da questao 5:

(]

De acordo com o diagrama de forgas, tem-se:

@ Teto

Anti-horaria

Eixo fixo de rotacéo

\ &
Rotacgéo

Para a barra permanecer em equilibrio estatico,
a soma dos momentos e das forgas deve ser
nulos. A tragdo no fio foi decomposta em seus
componentes ortogonais como mostrado na

SuperProfessor®

figura.

> M=0

Mr, =Mp -dp

Ty 'dTy =Pdp

T-sen 9-3}{:0,45407"Z
4 4

T-sen6=15

Como o triangulo mostrado é pitagorico, nota-
se que a sua hipotenusa é igual a 100 cm, logo,
a tragdo no fio que sustenta a barra é:
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L
80 ¢
100
Tzﬁx.T:Z,SON
60

Resposta da questdo 6:
(A]

Tcoso

Para os blocos a direita, supondo my >mo,

temos: %
mg H
N
: Equilibrio rotacional em torno do ponto O:
L
L1 L2 TsenG-L:ng
__Mg
a9 2senb
msg
Equilibrioem X :
mgcosH
m3 N=Tcos6 = mgcoso
2sen6
Equilibrioem vy :
e mgseno
Fat =mg—Tsend = mg—g—
2sen6
m.g
mg
Fat A
mg-T=ma (m1—m2) 2
{T—ng=m2a:("”‘”‘2)9:(”‘1+”‘2)“"’:W
T:m1(g—a):m1g{1_(m1_mz)}:-r: 2mqmag Logo:
my+mjp my +my

2.2 .2 2.2
Fr = /N2+Fat2 =\/m g- cos e+m4g

2
Para o equilibrio rotacional da barra, devemos 4sen” 0

ter: amam FR_m 1—sen29+1_m 1-sen?0+sen?@
mag-L1=2T L2 = magl1= —"22 2\ sen?s 2 sen20
m1 +m2
_ dmqm L2 PR = Fens

3_m1+m2 L1

Resposta da questdo 8:

(E]

Resposta da questdo 7:
(D]

Para o equilibrio estatico devemos ter a forga
resultante nula e também o somatério dos
momentos igual a zero.

Isolando a barra, temos:

Fazendo o somatério dos momentos e
convencionando a rotagdo no sentido horario
negativa e a rota¢do no sentido anti-horario
positiva, temos:
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ZM:O N

MFC+MFb_MPa_MP:0 ! 10-x |:| X |:
F.-d, +F,-dy —P,-d, ~P-dp =0 ;,ﬂ. l !
I
F,-0cm+F,-4cm-20N-16 cm-50N-36 cm =0 ! O !
1800 +320) N crf . '
b=( ) ~F, =530N '
4,0|ﬁ

Resposta da questdo 9:

[A]
Mg g
Os trés tipos de alavanca sdo: 2Mg &
Alavanca interfixa - Quando o ponto de apoio Sendo nulo o momento em relagdo ao apoio,
estd entre a forga potente e a forga resistente: temos:
Mg-5 =2Mg-(10-x)
F
N 25=10-x
m ~x=75cm

/\

Interbits®

Alavanca inter-resistente - Quando a forga
resistente estd localizada entre o ponto de
apoio e a forca potente:

Interbits®

~ 0]

Alavanca interpotente - Quando a forga potente
estd localizada entre o ponto de apoio e a forga

resistente:
m
1 J 8
Fp Fr %

Como podemos notar, a alavanca é do tipo
interpotente, e a forga aplicada por Pedro nos
palitos é maior que a forga aplicada pelos
palitos no sushi.

Resposta da questao 10:

(D]
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EXERCICIOS DE APROFUNDAMENTO

1. Uma das extremidades de um bast&o de massa m
e comprimento { ¢é articulada em uma parede, e a
outra extremidade repousa sobre um piso sem atrito,
conforme mostrado na figura. Sejam F. e Fr as forgas
verticais nas extremidades esquerda e direita do
bastao, respectivamente. Entdo

F T
pivot—_ |
1"'1]_. I
0
frictionless
a)FL>Fr
b) FL < Fr

¢) FL=Fr=mg/2
d)FL.=Fr=mg
e) FL=Fr=mg cos 8

2. Uma escada esta apoiada em uma parede em um
angulo de 60°, conforme mostrado na Figura. O chao
nao tem atrito, mas ha atrito com a parede. Suponha
que o coeficiente de atrito seja grande (digamos, y =
10). E possivel que esta configuracdo seja estatica?
Determine 0 mddulo da for¢a total na extremidade
esquerda da escada.

Sim

Nao

(side view) u

60°

frictionless

3. (ITA) Considere o sistema ilustrado na figura a
seguir. Supondo-se que tanto a massa da barra AB
como a da polia sejam despreziveis, podemos afirmar
que AB esta em equilibrio se:

al m, €, =[m, + mJe,
b) m,(m, + m,}¢, = 4 m,m, ¢,
c) my[m, + m.J€, = 2 m,m,¥,
d) 2m,(m, + m €, = m,m_¢,
el m, €, = (m, + my¢,

4. (ITA) Uma escada de comprimento L, em repouso,
jaz encostada contra uma parede lisa vertical e forma
um angulo de 60° com plano horizontal. A escada
pesa 270 N e o seu centro de gravidade esta distante
L/3 de sua extremidade apoiada no plano horizontal,
isto &, no chéo.

A forga resultante que o chao aplica na escada
vale:
a)275N

5. A figura abaixo mostra um sistema em equilibrio
estatico, formado por uma barra homogénea e uma
mola ideal que estdo ligadas por uma de suas
extremidades e livremente articuladas as paredes.
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A barra possui massa m e comprimento Lo, a mola
possui comprimento natural Lo e a distancia entre as
articulagdes é de 2Lo. Esse sistema (barra-mola) esta
sujeito a acdo da gravidade cujo moddulo de
aceleragdo é g e, nessas condi¢des, a constante
elastica da mola vale

mgl_,'

a) —20 _ c) 2mgl’
43 =) i

b) mgL" d 29
I"T'Ig 1] ,J;,_ 2

6. (Ita 2022) Em seu experimento para medir a
constante gravitacional G, Henry Cavendish utilizou
uma balanga de torgdo composta por uma haste leve
e longa, de comprimento L, com duas massas m em
suas extremidades, suspensa por um fio fixado ao seu
centro. Dois objetos de massa M foram aproximados
as extremidades da haste, conforme mostra a figura
abaixo, de tal forma que a haste sofreu um pequeno

repouso, e foi medida a distancia b entre os centros
das massas m e M mais proximos. Quando torcido de
um angulo ¢, o fio gera um torque restaurador

1 = —x¢. Determine a expressdo aproximada de G,
em termos dos parametros do sistema.

. 1
H 1

P > 1
i H 1
1

1

Interbits®

7. (Ita 2021)

Interbits®

A figura mostra uma barra AB de comprimento L,
articulada na extremidade A e presa a uma parede por
um cabo BC. Na extremidade B da barra, suspende-
se uma massa m por uma corda. O angulo entre o
cabo BC e a barra é dado por 64, e 0 &ngulo entre a

barra e a corda que suspende a carga € dado por 65,

como mostra a figura. A barra, o cabo e a corda tém
massas despreziveis. Determine, em termos das
grandezas fisica envolvidas:

a)oangulo ¢ entre a barra AB e a forga F, exercida
pela articulagéo sobre a barra;
b) a intensidade da forca F.

8. (Ita 2019) Uma barra rigida, homogénea, fina e de
comprimento ¢, é presa a uma corda horizontal sem
massa e toca a quina de uma superficie horizontal
livre de atrito, fazendo um angulo 6 como mostra a
figura. Considerando a barra em equilibrio, assinale a
opg&o correta para o valor da razéo d/¢, em que d

¢ a distancia da quina ao centro de gravidade (CG) da
barra.

Interbits®
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9. (Ita 2015) Um bloco conico de massa M apoiado
pela base numa superficie horizontal tem altura h e
raio da base R. Havendo atrito suficiente na
superficie da base de apoio, 0 cone pode ser tombado
por uma forca horizontal aplicada no vértice. O valor
minimo F dessa for¢a pode ser obtido pela razio
h/R dada pela opgéo
Mg

=

F
Mg
Mg+F

Mg
Mg+F

=

Mg+F

2Mg

a)

b)

c)

d)

e)

10. (Ita 2015)

Interbits®

e

A figura mostra um tubo cilindrico de raio R apoiado
numa superficie horizontal, em cujo interior
encontram-se em repouso duas bolas idénticas, de
raio r =3R /4 epeso P cadauma.

Determine o peso minimo P, do cilindro para que o
sistema permanega em equilibrio.

11. (Ime 2014)

20 kN carga variavel
apoio /\%gaapoio B
1m
g
4m 1 H

A figura acima mostra uma viga em equilibrio. Essa
vigamede 4 m e seu peso é desprezivel. Sobre ela,

ha duas cargas concentradas, sendo uma fixa e outra
varidvel. A carga fixa de 20 kN esta posicionada a

1m do apoio A, enquanto a carga variavel sé pode
se posicionar entre a carga fixa e o apoio B. Para

que as reagdes verticais (de baixo para cima) dos
apoios A e B sejam iguais a 25 kN e 35 kN,

respectivamente, a posicdo da carga variavel, em
relagdo ao apoio B, e o seu mddulo devem ser

a) 1,0 m e 50 kN
b) ,0 m e 40 kN
c) ,5m e 40 kN
d) 1,5m e 50 kN
e) 2,0m e 40 kN

- =

—_— =

12. (ITA) Duas particulas, de massas m e M, estéo
respectivamente fixadas nas extremidades de uma
barra de comprimento L e massa desprezivel. Tal
sistema € entdo apoiado no interior de uma casca
hemisférica de raio r, de modo a se ter equilibrio
estatico com m posicionado na borda P da casca e M,
num ponto Q, conforme mostra a figura.
Desconsiderando forgas de atrito, a razao m/M entre
as massas é igual a

Interbits®

13. (Ita 2011) Uma barra homogénea, articulada no
pino O, é mantida na posigao horizontal por um fio
fixado a uma distancia x de O. Como mostra a
figura, o fio passa por um conjunto de trés polias que
também sustentam um bloco de peso P.
Desprezando efeitos de atrito e o peso das polias,
determine a forca de acéo do pino O sobre a barra.

Interbits®
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14. (Ita 2010) Considere um semicilindro de peso P e
raio R sobre um plano horizontal néo liso, mostrado
em corte na figura.

Uma barra homogénea de comprimento L e peso Q
esta articulada no ponto O. A barra esta apoiada na
superficie lisa do semicilindro, formando um angulo
a com a vertical. Quanto vale o coeficiente de atrito
minimo entre o semicilindro e o plano horizontal para
que o sistema todo permaneca em equilibrio?

a)
B Cos a
"= [cos a + 2P(2h/LQ cos(2a) - R/LQ sen «a)]
b)
_ cos «a
# = cos @ + P(2h/LQ sen(2a) - 2R/LQ cosa)]
<)
_ cosa
"= [sen « + 2P (2h/LQsen (2a) -R/LQ cosa)]
d)
3 sen a
"= [sen a + 2P (2h/ LQ cos(«) - 2R/ LQ cos «)]
e)

B sen «
= [cos @ + P(2h/LQ sen(a) - 2RILQ cos a)]

O Teorema de Varignon
O momento da forga resultante é igual @ soma
dos momentos de todas as forgas.

15. A figura mostra um conjunto de tijolos idénticos de
comprimento L, colocados um em cima do outro, de
modo que estejam igualmente espagados entre si pela
distancia constante a. Calcule o nimero de tijolos que
podem ser empilhados sem que o conjunto perca o

sy L ’
equilibrio. Nota: a=-, onde n=numero natural
dimensional.

16. (Moysés) Calcule a magnitude da forca F
horizontal que e preciso aplicar, em dire¢do ao eixo O,

para conseguir que um tambor cilindrico de massa M
e raio R suba um degrau de altura d < R (Figura).

M
RSN NN
/R
TRRERERERRNERRSSS N
17. Considere uma prancha homogénea de peso P e
comprimento L que se encontra equilibrada
horizontalmente em duas hastes A e B como mostra
a figura 1 abaixo.

la— >0

F Ig ura 1 Interbits®

Sobre a prancha, em uma posicdo x <L/2, é

colocado um recipiente de massa desprezivel e
volume V, como mostrado na figura 2. Esse recipiente
¢ preenchido lentamente com um liquido homogéneo
de densidade constante até sua borda sem
transbordar.

Figura 2 Inerbits®
Nessas condicdes, o grafico que melhor representa a
intensidade da reagéo do apoio B, Rg, em fungéo da
razdo entre o volume V' do liquido contido no
recipiente pelo volume V do recipiente, V'/V, é

RgA
2 i
>

a) v

RgA
P-/E
——j—» v
b) v
RgA
2 |
c) v
RgA g
——i—» v
d) v
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18. A figura mostra uma barra homogénea de massa
m em equilibrio. Ela esta sustentada por um fio
em uma das suas extremidades e é impedida de
cair devido ao atrito com a parede na outra
extremidade. A aceleragdo da gravidade vale g.

A forga total exercida pela parede sobre a barra vale:
a) mgcos0
2
mgsen®
2
c mgt929
send +1

b)

mg
2senb

mgt929
cos0+senb

19. Um corpo de massa m é colocado no prato A de
uma balanga de bragos desiguais e equilibrados por
uma massa p colocada no prato B. Esvaziada a
balanca, o corpo de massa m é colocado no prato B e
equilibrado por uma massa q colocada no prato A. O
valor da massa m é:

a)pq
b) /(P a)
g P*d
(p + q)
2
pq
p+q

d)

e)

20. (ITA) Um brinquedo que as mamaes utilizam para
enfeitar quartos de criangas & conhecido como
"mobile". Considere o "mobile" de luas esquematizado
na figura abaixo. As luas estéo presas por meio de fios
de massas despreziveis a trés barras horizontais,
também de massas despreziveis. O conjunto todo
esta em equilibrio e suspenso num Unico ponto A. Se

a massa da lua 4 é de 10 g, entdo a massa em
quilogramas da lua 1 é:

A
L 2L
L 2L
L 2L
1
2
3 4

21. A figura a seguir representa duas roldanas de
raios r = 10 cm e R = 40 cm presas em um mesmo
eixo que pode rotar praticamente sem atrito.

Vista lateral Vista frontal
—
m| |7

Cordas leves estdo enroladas nessas roldanas. Em
uma delas, esta suspenso um bloco de massa M igual
a 50 kg e o sistema é mantido em equilibrio pela forga
vertical F aplicada na outra corda. Considerando g =
10 m/s?, calcule a intensidade de F.

22.

e --\.\_H:"-f
i,

QFC = ]
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Na figura acima, uma haste AB, homogénea e de
secao reta uniforme, medindo 2,4 m, é suspensa pelo
seu ponto médio M, por meio de um arame. Na
extremidade B, ha um recipiente de massa
desprezivel contendo &gua, enquanto, na
extremidade A, ha um camundongo de massa 250 g.
Nessa situacéo, a haste se mantém em repouso na
posicdo horizontal. Em determinado instante, o
recipiente comega a vazar agua na razdo de 75 g/s e,
em consequéncia disso, 0 camundongo passa a se
mover no sentido de A para M, de modo a manter a

0 mddulo v da velocidade do camundongo, em m/s?

23. Trés cilindros iguais, A, B e C, cada um com
massa M e raio R, sdo mantidos empilhados com seus
eixos horizontais, por meio de muretas laterais
verticais, como mostra a figura. Desprezando
qualquer efeito de atrito, determine, em fungo de M

eg

¥

a) o modulo da forga Fas que o cilindro A exerce sobre
o cilindro B;

b) o mddulo da forga Frs que o piso exerce sobre o
cilindro B;

c) 0 modulo da forga Fmc que a mureta exerce sobre
o cilindro C.

24. Uma bolinha de ago, de peso P, encontra-se em
repouso presa em um fio suposto ideal, de
comprimento A, e apoiada em um hemisfério fixo de
raio R, praticamente sem atrito. Sendo d a distancia
do polo do hemisfério ao ponto de suspensao do fio,
determine a intensidade da forga de tragdo exercida
pelo fio em funcdo de P, A, d e R.

T

25. Uma tabua rigida é colocada sobre um cilindro
fixo, ficando em equilibrio e na iminéncia de
escorregar, como mostra a figura. Determine o
coeficiente de atrito estatico entre a tbua e o cilindro.

26. Uma barra cilindrica e homogénea, de
comprimento igual a 300 cm, encontra-se em
equilibrio sustentada por uma corda de comprimento
igual a 400 cm e apoiada em uma parede vertical
praticamente sem atrito, como representa a figura.

Corda T

Parede

Barra

Determine a distancia x entre o ponto da parede onde
a corda esta amarrada e o ponto da parede onde a
barra se apoia.

27. Um bloco prismatico e homogéneo, de altura h e
base quadrada de lado b, encontra-se em repouso em
um piso plano e horizontal.

A

F

= B

Uma forga F, de intensidade crescente a partir de
zero, é aplicada no ponto médio da aresta AB,
perpendicularmente a face ABCD. Sendo pe o
coeficiente de atrito estatico entre o bloco e o piso,
determine a relagéo entre b e h para que o bloco
tombe antes de escorregar.

28. Uma chapa retangular homogénea, de espessura
uniforme, largura a e comprimento h, esta em repouso
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apoiada em uma superficie plana e horizontal, sob a
acdo de uma forga horizontal F, como representa a
figura. Essa forga e o centro de gravidade da chapa
estdo em um mesmo plano vertical.

F

(0]
Sendo P a intensidade do peso da chapa, determine:
a) aintensidade da forga F, em fungdo de a, h, P e do
angulo 8 indicado na figura;
b) o angulo Be (um valor de 6), correspondente a
posicdo de equilibrio instavel da chapa (forga F
ausente), em fungdo de ae h.

29. (ITA-SP) Considere um automovel de peso P, com
trac8o nas rodas dianteiras, cujo centro de massa esta
em C, movimentando-se num plano horizontal.
Considerando g = 10 m/s?, calcule a aceleragao
maxima que o automovel pode atingir, sendo o
coeficiente de atrito entre os pneus e o piso igual a
0,75.

Sentido do
movimento

]
|
(3 gL E
ha Eai 3 Ea
|
|
|

2,0m

30. (ITA-SP) Considere o bloco ctbico homogéneo de
lado d e massa m em repouso sobre um plano
inclinado de angulo «, que impede o movimento de
um cilindro homogéneo de didmetro d e massa m
idéntica a do bloco, como mostra a figura. Suponha
que o coeficiente de atrito estatico entre o bloco e o
plano seja suficientemente grande para que o bloco
ndo deslize pelo plano e que o coeficiente de atrito
estatico entre o cilindro e o bloco seja desprezivel.

0O valor maximo do &ngulo a do plano inclinado, para
que a base do bloco permanega em contato com o
plano, é tal que:

1
a) sena—?
b) tana=1.
¢) tanc=2.
d) tana=3.
e) cotga=2.

31. (Olimpiada Brasileira de Fisica) Uma haste leve é
apoiada nos pontos A e B; do seu extremo direito
pende um balde com 50 | de agua e, do seu extremo
esquerdo, pende outro balde com 10 | de agua, por
meio de fios de massas despreziveis, conforme o
desenho. As massas dos baldes podem também ser
desconsideradas.

! o060m | 0,40 m |
-t [ REERELY S
! | 2,00 m | :
I = oo >
! A . !

Quais as quantidades minima e méaxima de agua que
devem ser transferidas do balde da direita para o da
esquerda para que o sistema fique em equilibrio?

32. Uma viga de 60 N é mantida em equilibrio, como
mostra a figura. Se a tensdo na corda é 20v/3 ,
determine a medida do angulo 8 que define a posigao
de equilibrio.

33. Se areagdo em A da parede lisa da barra for 5 N
e a barra AB uniforme e homogénea pesa 12 N,
encontre a magnitude da for¢a horizontal F que
mantém a barra em equilibrio.
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34. A figura mostra uma esfera de raio r e peso W = 6
N. Repousando sobre uma superficie cilindrica de raio
de curvatura R. Calcule o valor da reagdo sobre a
esfera no ponto A, sabendo que R = 3r.

35. Se o peso da barra horizontal AB, uniforme e
homogénea, é 45 N, determine a tensao da corda que
a suporta. Po =10 N.

36. Se a barra AB uniforme e homogénea mostrada
na figura pesa 10 N e o coeficiente de atrito entre ela
e o bloco Q é 0,8, determine 0 peso minimo de Q para
que o sistema permanega em equilibrio.

37. A figura mostra uma esfera homogénea e lisa de
peso 4 N. O sistema em equilibrio tem trés cordas,
encontre 0 modulo da forga F, de modo que a corda
BM deflete um &ngulo 6 = arcsin(1/7) para a direita em
relagdo a vertical. O bloco P tem um peso de 8 N.
Também: OM = BM.

38. Uma bola de raio r € massa m é presa a uma
esfera imdvel de raio R, por meio de um fio leve de
comprimento [, em C (ponto mais elevado da esfera).
Né&o existem outros pontos de contato entre o fio e a
esfera. Despreze o atrito. Determine a magnitude da
tens&o no fio.

Dado: a gravidade local é g = 10m/s?

8
mg(l+7r) mg(l +r)
@ R @ 2R
mg(l+2r) o~ 2mg(l+2r)
® 2 ® 2l

39. Um sistema de varetas, unidas por articulagdes,
suspende uma carga de massa m. Todas as varetas
s8o idénticas e sdo muito leves em confronto com a
massa daquela carga. Qual a tragdo na vareta
horizontal de posi¢édo n?

Dado: a gravidade local é g

(1 (n)
dl l
\n_?/,
@ mg(er— 1) o) 18

V3 V3

(B) %(2;?) @ 2:/1%“@

40. Qual angulo de inclinagdo com a horizontal devera
ter o plano para que a bola abandone o buraco situado
neste plano? A profundidade do buraco é duas vezes
menor do que o raio da esfera.

Dado: a gravidade local é §
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41. Uma roda com um peso de 100 N gira em relacdo
a seu cubo (trilho circular) ascendendo sobre a
superficie curvilinea pela agdo do peso de um bloco
de 25 N pendurado em um uma corda enrolada em
sua superficie. Determine a medida do angulo 6 em
que a roda para, assumindo que o atrito € suficiente
para evitar que a roda deslize. O raio interno a = 6 cm
€ o raio externob = 15 c¢m.

42. Na figura mostrada as esferas s&o de mesmo "r",
onde A, B e C tém pesos iguais a 4 N cada um.
Encontre o peso da esfera D, de modo que o sistema
esteja em equilibrio, conforme indicado, sabendo que
elas repousam sobre a superficie hemisférica de raio
or.

43. A figura mostra duas esferas de raio igual, unidas
por uma barra de peso insignificante, repousando
sobre uma superficie cilindrica. Se os pesos das
esferas forem: W1 = 6 N e W2 = 5 N, determine a
medida do angulo 6 que define a posi¢ao de equilibrio
do sistema mecanico. N&do ha atrito.

I
vertical

44 Existe uma esfera com raio de 60 cm e peso 2 N.
Um bloco P pesando 10 N esta suspenso no ponto O
por uma corda, fazendo com que a esfera se desvie

amarra a esfera é de 40 cm, calcule a medida do

angulo 8 que define a posicdo de equilibrio. N&o ha
atrito.

45. Determine a medida do angulo 6, de modo que o
sistema mostrado esteja em equilibrio. S&o duas
esferas de igual tamanho, unidas por um fio de peso
desprezivel e estdo sobre uma superficie cilindrica
sem atrito. P1=15N e P2 =7N.

46. Uma esfera homogénea de 8 kg estd em
equilibrio. Determine 0 médulo da forga de reagao no
ponto M; R = 4r. (Considere superficies lisas e g = 10
m/s?).

B

4 bk s mama i emnn s ............1\..... ek

DETEETTY

47. A figura mostra um cilindro homogéneo de 16 kg
ao qual é aplicada uma forga por meio de uma corda
presa a um bloco. Determine o peso maximo do bloco
para que o sistema fique como mostrado.

(g =10 m/s? 3R = 5r).
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48. Com a aplicagao das forgas F, tenta-se reduzir o
angulo diedro 0. Qual deve ser o coeficiente de atrito
entre a bola e os planos, para que a bola ndo escape?
Suponha que o sistema esteja em um plano horizontal
suave.

Prof. Laerte

49. A corda mostrada na figura exerce uma forca de
magnitude |ﬁ|=210 N na parte superior do poste em
B. Determine o torque de Fem relagédo a A.

Y B(5;6;1)m

A) 3107 + 507 + 240k

B) 7207 — 5107 — 540k
C) 5607 — 6007 — 360k
D) 3107 + 500f + 520k
E) 7207 + 510] — 240k

50. Na figura, o cubo homogéneo tem lado a e peso
W =100 N, para qual valor de F o cubo n&o tomba (p
=1/2)?

£
i
.
:

;
i | (W0

s o4 e 1'1-'l_‘t¥t LN
e

51. (ITA) Um hemisfério homogéneo de peso Pe raio
arepousa sobre uma mesa horizontal perfeitamente
lisa. Como mostra a figura, um ponto A de hemisfério
estd atado a um ponto B da mesa por um fio
inextensivel, cujo peso é desprezivel. O centro de
gravidade do hemisfério é o ponto C. Nestas
condi¢des a tenséo no fio é:

a)T=PTt99
b)T =P -—-senf
a

C)T=P-7-(1—c059)
dT =P -=-1g0

e)T =P -—=-send
oc

52. (ITA) Uma haste metalica de segao retangular de
area A e de comprimento L é composta de dois
materiais de massas especificas p; e p,. Os dois
materiais  constituem hastes homogéneas de
comprimentos L, e L,,comL, + L, = LeL; =3
L,, soldadas nas extremidades.

Colocada a haste sobre um cutelo, verifica-se que o
equilibrio é atingido na situag&o indicada na figura.
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Calcule a relagao %.
2

a)p1/p2 =1
b) p1/p2 = 2
C)p1/pa =3
d)p1/p2 = 2,5
e)p1/p, =04

53. (ITA) Para que a haste AB homogénea de peso P
permanega em equilibrio suportada pelo fio BC, a
forga de atrito em A deve ser:

Q,

NS

NFS

e) outro valor

54. (INDIA) Uma polia uniforme em forma de disco
pode girar livremente em torno de um eixo que passa
por seu centro 0. Um fio é enrolado firmemente na
polia e suporta uma massa Mem sua extremidade.
Uma pequena particula de massa mesta presa na
circunferéncia da polia. O sistema permanece em
equilibrio quando a particula forma um &ngulo 6com
a vertical mostrada na figura. Determine a raz&o
m/M.

55. (RUSSIA) Um cilindro uniforme de massa M fica
em um plano fixo inclinado a um &ngulo 6. Uma corda
€ amarrada ao ponto mais a direita do cilindro e uma
massa m trava na corda, como mostra a figura abaixo.
Suponha que o coeficiente de atrito entre o cilindro e
o plano é suficientemente grande para evitar
escorregar. Determine o valor de m, em termos de M
e 0, se a configuragao for estatico?

0

56. (INDIA) Uma haste em forma de L tem dois
bragos, com comprimentos L e 2L. Ele repousa sobre
uma estaca, como mostrado. Encontre o &ngulo 6 em
equilibrio. Ambos os bragos tém a mesma densidade
linear de massa A.
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GABARITO DE APROFUNDAMENTO
1.¢) FL=Fr=mg/2
2.Resolugéo:

N&o Como o piso ndo tem atrito, ele n&o pode fornecer
uma forga horizontal. A forga normal (horizontal) da
parede deve, portanto, ser zero se o sistema for
estatico.

mg

2tané

mg(%cosb‘):A(fsinﬂ) — A=

B =mg

1
R = mg? 1+(

my(m, + my) €, = 4 m,m,€,

N
Fat

o=+
R = {707 + (3043

Fo=275N

M(hnrariD) = M(anti—hnrénu)

% = FoonLo

P% = Kxl,

P = KLy (98 - 1),
__maty’
C 43 -

6. Resposta: [C]

Para que o sistema esteja em equilibrio, o binario
gerado pela forca gravitacional deve se igualar ao
torque gerado pelo fio:

Fol = kAd
CMm | _ a0
b2
2
G _ ko
LMm

7. Resposta: Das forgas sobre a barra representadas
na figura abaixo, obtemos:

Tseno, g

Equilibrio translacional:
Fcos¢@ =Tcos6; +mgcos6, ()
Fseng+Tsen6; =mgsend,  (lI)

Equilibrio rotacional em relago ao ponto A :

TsenBy-L-mgsenB, -L=0=>T =mgﬂ (1
seno,

Substituindo (I1l) em (II), vem:
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seno,
sent;

Fseng+mg §enﬂ/=mgsen92:>Fsen<p=0:><p=0° (V)

Substituindo (111) e (IV) em (1), chegamos a:
sen6, cos 6y +senb;cosd, ]
seno,

sen6,
seno,

Fcos0°=mg
cost,

cos 0y +mgcos8, = F = mg[
3

sen(6y+6,)
seng;
8. Resposta:
[E]
llustrando e decompondo as forgas na barra, temos:

SF=m

N Tcos6

Para o equilibrio translacional na dire¢éo da barra:

Psen® =Tcos0 = % =tg0 (I)

Para o equilibrio rotacional em torno do ponto no qual
a barra toca a superficie:

Pcos6-d = Tsene(%—dJ (In

Dividindo (II) por P e substituindo o resultado de

(1), obtemos:

cosfd = Isen(-) l—d = cosbd =1tgo l—d = a4 = tge(l—d] =
P 2 sen® 2 tgo 2
_ tg%el N d_ tg0 _1 sen®8 'cosze
2 I 2sec?0 2 cos?0 1

—d= tgze% —tg%0d = (1 + tgze)d

“J 2

d_ sen®o

9. Resposta: [A]
No inicio do tombamento, as componentes da forca

que a superficie aplica no bloco conico, Normal (N)
e Atrito (Iﬂ:a ), agem no ponto O, como mostra a
figura.

h
A N
ﬁ —
_ Fat 1)
Yy
R

Considerando o ponto O como polo, os momentos
dessas componentes sdo nulos. Entdo 0 momento de

F & igual a0 momento do peso. Assim:
Fh=PR:£=E:> £=@
R F R F

10. Resposta:

Sejam as intensidades:

N: das forcas trocadas entre as esferas inferior (1) e
superior (2);

F1 e F2: das forgas recebidas e aplicadas (agéo-
reag&o) por cada esfera nas paredes dos cilindros;
Pc: do peso do cilindro;

Ns: da forga que a base do cilindro exerce na esfera
inferior.

A figura abaixo mostra as for¢as mencionadas.

PC
v

A esferOa superior estd em equilibrio:

{Fzsz = F,=Nseng (|)>

F, _send sen6 (III)
P=N, = P=Ncos8 (Il '

= = F, =P
P cos# cosf

A esfera inferior esta em equilibrio:
Fi=N, = F;=Nsen6 (IV)
Ng=P+N, = Ng=P+Ncos6 (V)

Comparando (1), (Il) e (IV):
senod - Fs send )

Fi=F,=F=Nsen6=P o = e
cos cos

Na figura a seguir calculemos h e sen 6.

C,

Interbits®

C, d=2R-2r
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o= o ¥ 2
Dado: r = =R, 2R-2r pp.z. 3R R
4 4
Isolando a bola que esta no topo, temos as forgas F (peso), c (forga
cos0 = E = h =2rcos6. (V”) de contato enire as duas bolas) e N (normal com a parede):
3R R
d=2R-2r=2|R-="| = d=— (Vi)
4 2 _ _
R c P
d ) R 2 1
senf=——= 2__Z = sen6=— (IX)
2r ,(3R) 2 3R 2 =
T N
4
Destacando apenas as forgas que agem no cilindro: Assim:
Pl _2y IA_o 5 R
mgla_W_lm?_lﬁmlml_lﬂl.E
I |
[
Fy=F ! H _
| B =N
i
T
h
Fi=F Ne f
N
P Observe que a reagdo normal M_C com o chdo, na iminéncia do
R

cilindro tombar, estara sobre a borda mais a direita do cilindro, pois a
normal entre a parede do cilindro e a bola do topo exerce um forque
maior. em relagdo a um ponto na base do cilindro, do que a normal
entre a parede do cilindro e a bola mais para baixo.

Pc

Interbis®

Em relagdo a esse ponto na borda mais a direita na base do cilindro,

Na iminéncia de o cilindro tombar, a normal (NC) que = e
as forcas N e F, exercem forque no sentido anti-horario, enguanto

a superficie exerce sobre o cilindro age no ponto P. ~N exerce torque no sentido horario & N nao exerce torque. Assim,
Para que o cilindro esteja em equilibrio de rotagéo, o impondo o equilibrio dos tarques em relagao a esse ponto, temos:
somatorio dos momentos horarios deve ser igual ao Nl-r + [P R=I-Fl-(r +y) =

somatorio dos momentos anti-horarios. Inserindo as |p—c|_|§|_%._|"|,s|.%‘|.%¢ |;9|_@

expressoes (VI), (VII), (VIII) e (IX), em relagdo a um
eixo que passe pelo ponto P temos, entéo:

Mg, Mg, +Mg = F(h+r)=F(r)+Pg(R) = Fh+F(r)=F(r)+PR = 11. Resposta: [B]
F(2rcos8)=Pc R = zpci:;e[gcose]:%ﬂ = Pcz3gsene :32[%) =

Na=25kN Ng =35 kN

Outra maneira

Intersits®

1m ' 3m

Sendo Q a carga desconhecida, do equilibrio de
translagéo, temos:

Q+20=Np+Ng = Q+20=25+35 = | Q=40kN.

Em relagao ao ponto B, 0 equilibrio de rotag&o nos da:
Qd+R(3)=Na(4)= 40d+20(3)=25(4) = 40d =40 =

d=1m.

12.Resolugéo:
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L - cosh
r g L-cosb—r

o
|
|
______ ~————————
~

Lei dos senos:

r2=r24+1>—-2.r.L.cos@
cosf = —

Adotando como polo o ponto O.
m.r.g=M.g.(Lcos@ —r)

m_LcosH—r

M r
Substituindo o valor do cosseno

L% — 2r?
2r2

|3

13. Resposta:
Afigura a seguir mostra as forgas atuantes nas polias,
bem como as forgas atuantes na barra, sendo P, o

peso da barra, aplicado no centro de gravidade.

Interbits®

Do equilibrio de translagao:

4Fy+P

o 0

Pb =F0+; = sz

Do equilibrio de rotagéo, considerando polo em O :

X+Yy

=;xau

(1) em (II):

4F3(+P%:%x:4Fo(x+y)+Px+Py=2Px:4Fo(x+y)=P(x—y):>
P(x-y)

4(x+y)

Fo =

14. Resposta:[C]

¥ vP
Fig 2 - forgas que agem no semicilindro
Nas figuras acima:
b: distancia AQ,
N: intensidade da normal trocada entre o semicilindro
e a barra;
Qy: componente perpendicular do peso da barra;
M: ponto médio da barra.
F: componente vertical da for¢a de reagdo que a
superficie de apoio exerce no semicilindro;
Fat: componente horizontal da forga de reacdo que a
superficie de apoio exerce no semicilindro.

No triangulo ABO temos que:
h-Rsena

_ h-Rsena
cosa

cosa =

Como a barra estd em equilibrio de rotagdo, o
somatoério dos momentos é nulo. Assim, colocando
polo em O, temos:

Q, %— Nb =0 = (Qsenoc)[%j = (N)(%)

N h—-Rsena _ LQsena
cosa

. Isolando N, vem:

_ LQsenacosa
2(h—-Rsena)
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_ LQsenacosa
~ 2(h—Rsena)
O semicilindro também esta em equilibrio. Entéo:
Na diregéo vertical:
F=Ny+P=F=Nsena +P. (equago 2)
Na direcdo horizontal (supondo iminéncia de
escorregamento):
Fat=Nx = p F = Ncos a.. Substituindo a equagao (2)
e isolando p, vem:

(equagao 1)

= m. Colocando N em evidéncia no
Nseno + P
denominador, temos:
_ Ncosa _, __Cosa
“’ - P - P .
N| sena + — sena +—
N N
Substituindo a equagéo (1):
B cosa. B cosa
H= P - 2P(h—Rsena)
seno+———— Seno+——"-
LQsenacosa LQsena.cosa
2(h—Rsena)
=

Aplicando a propriedade distributiva no denominador,
fazendo os cancelamentos e lembrando que:

sen2a
sen o cos o = > , vem:

B cosa :
H= 2Ph 2PR
sena + -
sen2a  LQcosa
LQ
2
B cosa
H= 2P2h 2PR
seno +

LQsen20. LQcosa
Colocando 2P em evidéncia, finalmente:

"= cosa
sena + 2P 2l - R
LQsen20. LQcosa

15.Resolucéo:

s

Verificamos que de todos os tijolos empilhados, o
Unico que sempre permaneceria em seu lugar e em
equilibrio seria o tijolo n° 1. Os demais serdo (N-1)
tijolos, cujo peso total maximo pode ser colocado em
a extremidade B do tijolo 1; se estivesse localizado
mais a direita, o empilhamento entraria em colapso.

Pelo teorema de Varignon:

> Mp)a = M, eq1
(My)a = (a+L/2)P
(M3)a = (2 + L/2)P
(My), = (3a+5)P

eq.2

\(My)a = [(N = Da + L/2]P
(MFR)A =LF; = L(N - 1P (3)
(N-1)L

a+2a+3a+---+(N—1)a+T P

=L(N —1)P

1
S = DIV -1 +1]}a

1 (N -1)L
= EN(N—l)a+T=L(N—1)
Na L N
=5 — == D - —
2 2
_L => N= L N =
a_n T L/n —4

16.
F=MgJd(2R ~d) / (R—d).
17. [A]

Desenhando as forgas que atuam na prancha, antes
do recipiente ser colocado sobre ela, teremos o
seguinte esquema:
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Interbits®

Verificamos que, inicialmente, a intensidade da
< . P -
reagdo do apoio B vale 5 ou seja, ficamos com as

alternativas [A] e [C].

Desenhando as forgas que atuam na prancha, apds o
recipiente ser colocado sobre ela, teremos o seguinte
esquema:

Interbits®

y/2 ‘
I

P' representa o peso do recipiente, que aumenta de

acordo que V' — V. Quando V'=V, VV=1 eo

recipiente estara cheio, ou seja, teremos 0 maior valor
possivel de P'.

Aplicando a somatoria dos momentos das forgas, em
relagdo ao apoio A e tomando o sentido horario como
positivo, teremos:

Zm:O
y

RA.0+P‘.X+P%—RB.y=O - P'.x+P.%—RB.y=0—>RB.y=P'.x+P.E—>

—-Rg B=——+—

:P.x+P.y_}R P'x P
2y 2y 2

Como x, y e P s&o constantes, concluimos que Rg
varia em funcdo de P', ou seja, temos uma fungéo

de primeiro grau — reta em RBX% =1 - Alternativa

[Al.

18.

sen(26) - sen(90° —6)

P _ R
2-sen(0) - cos(8)  cos(9)

mg
R=—m—
2sen(6)
228 maneira de resolver
(D]
Isolando a barra, temos:
L
Fa Fr T Tsen6
___________ : e
i i
é : : 0
(o] N TcosO

mg

Equilibrio rotacional em torno do ponto O :
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Tsene~l_=mg-E
2
__Mmg
2send
Equilibrio em x :
N:Tc;,osg;%ose
2send
Equilibrioem y :
mgseno
Fis=mg-Tsenb=mg-—
at =M9 9™ Zseno
mg
F.=—
at 2
Logo:
2.2 .2 2 2
Fr = (N +F,2 = (190050 M9
4sen‘ 9 4
F Mg 1-sen? L1-Mg 1-sen®0+sen’ 0
R = [ — #1=—2
2\ sen?0 2 sen’ 0
mg
“Fr =
R ™ 2send
19.
A a b B
m-g pPg
A a b B
q-9 m-g

{'mga = pgb {ma =pb
qga = mgh mb = qa

Multiplicando as equacdes

m2ab = pqab = m? = pq

m:ﬁ

20.

* m,=10g
4
+ Tomando os momentos em médulo e operando com massas, temos,
de baixo para cima:
+ ml=m2L=m,=20g e m,+m,=30g

+ mLl=(m+m)2L=m,=60g ¢ m+m, +m,=90g

. m1L:(m2+m3+m4}2L:>ml:18(Jg:>
21.

Resposta: 125N

22.

Resposta: 0,36 m/s

23.

Resolucdo:

Mg

Mg Mg
= = = —= I COS = —
2E, =Mg > F, > F 30° >
V3 Mg Mgv3
=)F—=—=) =

2 2 3

Mgv3
3

FAB:F=

b) Equilibrio de B analisado na vertical:

FPB =Mg+Fy

M 3M
FPB:M9+793 FPBzTg

c) Equilibrio de B analisado na horizontal:

Fyc = Fysp
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1
Fyp = F, + Fsen30° = '3

Mgv/3

Fyc = Fyp = 6

24.

Resolugao:

F, =T, = FE,cosa =Tsenf =

F = Tsenf 0

cosa

T, + F, =P =Tcosp + F;sena = P (II)

Tsenf

cosa

(Dem(II): TcospB + sena = P (III)
Nos tridngulos destacados:

d+x Rcosa
cosf = 7 , senf = 7

Em (lll):
Rcosa R—x
d+x TT'T
T +
{ cosa

=P

d+x R—x
+T

=P
? ¢

T

Td+x)+T(R—x)=P¢

25.
Pl = Fatd = I-IE FI'I
P =F
P, K, Fn
tg 30°= P_n: Fn
p,=tg30°=0,58
26.

Na barra atuam apenas trés forcas (peso, tracéo e
normal), de diregdes diferentes. Como sabemos,
essas forgas sdo concorrentes num mesmo ponto. Se
B é o ponto médio da barra, entdo C € o ponto médio
da corda e D é o ponto médio de PQ.

No tridngulo AQD:

AD2=QD" + AQ?
3=x2+AQ
mzzg_xl
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@zzmz_l_mz
4= (2P +9-x
X=153m=153cm

27.
P b >
dF'n
h
_F-at -
Ym3

Fat :uQFﬂ:”ng
0O bloco s6 escorrega se:
F>F, ouseja,seF>p mg U}

Na iminéncia de tombar, o bloco se encontra
totalmente apoiado em uma regido do plano onde esta
sua aresta inferior direita.
Para tombar, 0 médulo do momento horario de F, em
relagdo a O, deve superar o médulo do momento anti-
horario do peso m g:

F

“IT's T b [
2 2
<

h

mg l

(s}

Y

i

i

Fh>mgl F>"‘2—9Lh 0

Para tombar antes de escorregar, a condicao (Il) deve ser verificada an-
tes da (I), ou seja:

o [o<2un ]

28.

+  Vamos determinar, em relacao a O, o modulo do momento de F :

M,=Fb,=F b, +b,)

|MF:F(hcosB+asenB} |

(horério)

Vamos determinar, agora, em relagdo a 0, o médulo do momen-
to do peso da chapa:

M, =Pb, =P [0A-B0)
M, =P (OB cos §-BD sen B)

2

Mp:P(%cosef h sene)

(anti-horario)

M, = P (0B cos 6 — BDsend )

a h
M, =P (E cosf — Esene)

(anti-horério)
Do equilibrio de rotagéo da chapa:

MF:MP:

P
F(hcos@ + asenf) = 5 (acos 8 — hsenf)

P P (a cos 6 — hsene)
" 2 \hcos6 + asend
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b) Na posicao de equilibrio (no caso, instavel), a vertical tracada pelo ¢« A quantidade minima pedida fica determinada
centro de gravidade da chapa deve passar pelo ponto de apoio O: considerando-se o sistema em equi“brio, apoiado
apenas no suporte B:
54____________1‘_6_0_[" ______________ .,54_9-_4_0_’_“__,.5
: B i
p‘ pZ
Y Y
P, 040=P, 160 = P,=4P,
\J’2 =4 V1, em que \J’I e ‘\J2 530 volumes.
V=4V, Ly c12e e v mase
V,+V =60
Portanto, 2{ de dgua devem ser transferidos da direita para a
esquerda.
a A quantidade méxima pedida fica determinada considerando-se o
tgh, = % :% sistema em equilibrio, apoiado apenas no suporte A:
2 osom i iaom .
_ a i )\ :
8 =arctg (h)
P\ A PI
29.

P, 140=P, 060 = V, 1,40=V, 060 = 7V,=3V,

7V,=3V
20N LoV =180 e V=420

Sentido do - ™, V,+V, =60
movimento Portanto, 32{ de 4gua devem ser transferidos da direita para a

esquerda.
32.
Resolucién:
" p\T T4
\\
o0t -8
W

Realizamos el DCL de la viga y haciendo concurrir
en un punto las fuerzas:

Pero: ©F = 0, entonces, se cumple que:

W2 =T% + T? + 2T%cos(90° 8)

Reemplazando los datos se obliene: 8 = 30°

33.

Resolucion:
Diagrama de cuerpo libre, de la barra:
Quando o bloco esta na iminéncia de tombar, a forca normal que ele '
recebe do plano estd aplicada em 0. Nafigura, P e P sao as intensida- N
des dos componentes do peso do bloco e F_{também igualaP) éa

intensidade da forca que o cilindre exerce no bloco.
Em relacéo a O, temos:

d_pd_
F+P)9-P4=0

Imgsena d=mgeosa 4 Equilibrio de traslacion: fuerze resultante igual a
2 - cero.
o5 _ _
senn =2 = 1\\\ Teorema de Pitagoras:
W \\i FZ s WZ + NZ

31. Resolugao: F* =144 + 25
+ Analisando o sistema, nas condi¢des da figura dada, & BN
constatamos que ele néo se encontra em equilibrio: a

barra vai tombar, girando no sentido horario.
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34,
Resolucién:
R. /Y\ 4
//
w Re
DCL (esfera):

Semejanza de triangulos:

3 2r w Ry
r R,
R. w
L Y 8 R.=2{3N
r 3 *
35.
Resolucion:
Haciendo DCL de la barra:
T 3T = 4T
~ 4
A A‘ 4';- §T_| B
I— a—+—a + a——a—]
b
10N 45 N

Por 2. condicion de equilibrio:

Mg ) =3sM;
10{4a) + 45(2a) = 3T(3a) + 4T(a)
T=10 = 5T=50N

Debemas aclarar que hemos asumido, por conve-
niencia que la tension de la cuerda es 5T.

36.

Resolucion:
Haciendo DCL del bloque Q y aplicando la primera
condicion de equilibrio: ;

XF+ = EF,— Q
N=Q ‘l

SF,+ = 5F,— L_LT]%T
T=08N !

-~ T=08Q ()

Haciendo DCL de todo el sistema y aplicando la
segunda condicion de equilibric:

Mg ) = XM

(Q + 10)2L) = T(4L) + T(L)

= 2Q + 20 = 5T (I
T T
¢ Sh
=]
Ac ._‘r——w B
3—2L —L—+—L
' & 4o o R

Reemplazando (1) en (l1):
20+20=4Q .. Q=10N

37.
Q,
IM; =0
Mg = Mg’ + M3
Fb =Wa + Pla+ R) (1)

Pero: BM = MO =R

a = 2Rsenl A b =R(1 — 2send)
send = %

Reemplazando en (1): F =16 N

38. Tomando o centro da esfera maior como polo,

temos

Centro de r

®

mg )

©

Centro de R
I}
TR—mg(l+r)=0= T = mg(;+ )

39.
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Alternativa A
Para o polo O, vem

(Ref.)

'
B A T

il b ! w2
mg TR
o (n—%)x

(Linha vertical)

= meCn-)

:mg-(nf—)-xﬁ T,
V3

40.

Decompondo o peso da esfera nas direcdes
tangencial e normal ao plano, temos a figura abaixo.
O torque gerado por mgsena, em relagdo a O, deve
superar o feito por mg cos a. Entdo:

mgysena > mgx cos
X
tga > —
y
r sen 60°
tga > ————
r cos 60°

tga >tg60° = |a >

Ly

41.

La sumatoria de momentos, respecto del punio A
esigualacero; M, =0 » M = Mm%
100(6send) = 25(15 — Bsend)

24send = 15 — Bsend

senf =1/2 .. 06=30°

42.
| LsgnEu .
! Lsena,

[
1

La suma de momentos respeclo del centro de
curvatura O es igual a cero; IMs =0

M2 = ME -+ ME + M5
P(Lsena) = W(LsenZa) + W(lsena) + 0
= Psenu = 2Wsenacosa + Wsena

P ="W(1 + 2cosu) ()
En el trizngulo isosceles formado:
’é&‘ Ley de cosenos: cosu = %
4/ \4’ Reemplazando en (I):
11
& A P=—W=P=11N
2r 4
43,
€ %2 ?-x xser! ij.L, ~
T ’—i e T
\ow| % LR,
oy’ =
f\ﬂ/
N == B -
4 SA

De la segunda condicién de equilibrio:
EMg =0 = Mg = MJ

(6)% = S(xsenp) = senp = % - =37

Del diagrama del cuerpo libre:

30° 4« + 0 = 90° (0
(@-8) +p = 90° .
Da (1) — (I1):8 = 5‘230

Reemplazando el valor de fi. 9 = 3,5°

44,
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80N
c
a =100send ~ b =60 — 100send
La suma de momentos respecto del punto O es AABC ~ ATYP
igual a cero:
IMy =0 = M{ = M§
Wa = Pb = 2(100sen8) = 10(60 — 100send) E
y ‘N, _8ON
senh =1/2 = 6 =30 =—
3 2r
45,

47.

I
i
+ Leosd O ]u

Lecosa

La suma de momentos, respecto del centro de
curvatura O, es igual a cero: *M, =0

MM =M™ A W, (LcosB) = W,(Lcosa)

15cosh = 7cos(127° —0) = 15cos = 7sen(0 — 37°)

tand = %‘1 - B=74°

46.
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1 fR
ho=—=— ..2)
s 4 FN
De (1) A (2).
f, =3b;T=5b
Fy =120

* En el D.C.L. del cilindro; tomando como
referencia el h MSQ:

f

R
[ | 3b
2
4b 5h
W-E,

Del [\:
= W-F, =4b->W=16b

— 16b = 160
— b =10N
= 5b=T > T=50N

48.

Ao decompor a reagao por parte de ambos os planos,
notamos que:

fs = fytana

Agora, também deve ser cumprido que:
a
fs < fsman
fvtana < ugfy

= u;,=>tana (1)

Bastaria encontrar uma relagéo entre fe a.
Do A IAB:

0 + (90 — @) + (90 — @) = 180
8
3 a_z

Substituindo em (1):

>t 0
Hs = a“(z)

49.

i) Determinamos F:

—

BC=C-B
BC = (3;0;4) — (5;6; 1)

BC = (—;2;—63)
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BC  —21-6j+3k
[BC| V(=27 + (-6)2 + 32
—27— 6] + 3k
=f

F = —607 — 180j + 90k N

ii) Calculamos el vector posicion # de un punto de la

linea de accion de la fuerza F. En nuestro caso
elegimos el punto C(en la Fig. 7, se tiene A).

P

7= 0B
F=50+6]+1km

iif) Finalmente determinamos el momento de la fuerza

ﬁrespecto del punto A(origen de coordenadas), para
lo cual aplicamos la ecuacion vectorial;

‘?A=FXI3'
R
T,=|5 6 1|N-m
-60 —180 90

2, = 7207 — 510] — 540k N - m

Rpta. B

50.

¢ Aplicando ]a primera condicién de equi
librie, en las direcciones de los ejes X e Y, te
nemos:

> F =0 => Fseno=pN (1)

> F,=0 => N=W+Fcosa “(2)

De (2)en(1):
Fsena=p(W+Fcosa) (3)

Representacién de las fuerzas que actdan sg

bre el cubo.
A
a F
Y [ N
Le| |
&)
tw T

Ahora, aplicando la segunda condicién de e
quilibrio, respecto del punto 0, tenemos:

Z M, =0
(Fsena)(a) = (W) (%)

w
Fsena = 51 4)

De (3) y (4), obtenemos:
w
5= u(W + F cosa)

1
Fcosa=W(——1)
2p

1 2
F?2cos?a = W? (——1)
2p

2

1
F? = F?sen?a + W? (—— 1)
2p

2

P = (2) +wr (=-1)

2 2u
2 291/2
e[ ]
2 291/2
F= [(2(11/2)_1) +G) ] (100)

F =50N (D)

51.
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e Peso que atua no seu centro de gravidade;
e Forga normal trocada com o solo;
s  Forga de tragéo aplicada no ponto A;

Da geometria da figura:
{bz =a-cosf
b, = 0C - senf

Para que haja equilibrio em relagéo ao ponto de
apoio, podemos escrever:
P . bl = T . b2

p. (O_C . sene) =T-(a-cosh)

oc
T=P -—-1g0
a
52.
l 3L/4 . L/4
| A
! —
| - - |
A
| P :J' Py
| |
| ' | |
\ 3L/8 ldy | dy 'L/8,
| ' I | |
| ! I | |
Do enunciado temos:
L
{Ll +L,=1L la=72
L,=3L, " 3L
L=
Além disso:
d L 3L _ L
172 878
do = L L _ 3L
72 8 8
As massas de cada parte da barra serdo dadas por:
3L
m1=P1'A'L1=P1'A'T

my=p;-A-Ly=p; A~

Para o equilibrio da haste, a soma dos torques em
relacéo ao ponto A deve ser nula, logo:

Pl'd1=P2'd2
LB L_ L3l p
p1 4.98—/32 4'98“p2
=1
53
C

ﬁAT(l)
Pela figura, temos:
dy=L-V2
4o = L
2722

Pela condig&o de equilibrio de rotagéo, podemos
escrever:

P-dy =Fyr-dy
p.— 1 _F L-V2
2\/7_ AT
F _P
ar =7

54
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A componente da forga de tragao ao longo do plano
inclinado é dada por:
T, =T -senf = mg - senf

A forca resultante sobre o cilindro ao longo do plano
inclinado é nula, assim:
Fup = Mg -senf + T,

oy

Fyr = Mg - senf + mg - senf

O torque resultante em torno do centro Cdo cilindro
sera nula, assim:

Z |'?HORAR10 | = Z |?ANTI—HORARIO

T‘R=FAT‘R
mg = Mg - senf + mg - senf

_M-sene
M= "send

Para garantir o equilibrio de M, devemos ter:
T=M-g

Para garantir o equilibrio de rotagéo da polia em
torno do ponto O, temos:

AA
Z |‘?HORARIO | = Z |‘?ANTI—HORARIO

m'g'b]_:T'bz

Note que:
{bl =R -senf
bz = R

Finalmente:
m.g.blzT.bz o m-g.R.seng:M.g.R

- A linha vertical que passa pelo centro de massa do
_ = sistema, deve esta posicionada sobre a estaca O.
M send Primeiramente determinaremos a massa de cada
haste. A haste de comprimento Lpossui uma massa
m, e a haste de comprimento 2Lpossui uma massa
m,, logo:

{m1=/1'L
m2=l'2L

A soma dos torques exercida por cada haste em

relagéo ao eixo Odeve ser nula, assim:
m1 . x1 = mz . xz

L 2L .
my [E . sene] =m,- [7 -sen(90° — 9)]

L 2L
A-L-[E-sene] =A-2L-[7-COS(9)]

Para garantir o equilibrio de m, devemos ter:
T=m-g

tgf = 4
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Exercicios de trelicas
1. (Ime)

B 8 kN

SuperProfessor®

} 2m { 2m i

A trelica estavel da figura, composta por barras metalicas formando 3 tridngulos isésceles, é

apoiada nos pontos A e E. No ponto D é aplicada uma forga vertical, de cima para baixo, de 8
kN.

Diante do exposto, determine.:
a) as reacgdes de apoio nos pontos A e E;

b) as cargas a que sdo submetidas as barras AB, AC, CE e DE, além da natureza de cada uma
delas (tragcdo ou compressao);

c) as cargas a que sdo submetidas as barras BC e CD, além da natureza de cada uma delas
(tracdo ou compressao).

2. (Ime)

1_'<’
"

0
>

El i ]

{Q)—L

| 4 |
| |

Afigura apresenta uma estrutura formada pelas barras AB, BC e CA. Essa estrutura esta apoiada
na parede vertical nos pontos A e B. O apoio A permite reagdes apenas na dire¢do do eixo X,
enquanto o apoio B permite reagdes nas direcdes dos eixos x e y. Na extremidade C da estrutura
esta posicionada uma particula de carga Q e massa M. A estrutura esta em uma regido do espago
submetida a um campo elétrico vertical de modulo E e sentido de cima para baixo.

SuperProfessor®

Dados:
- comprimento da barra BC: 4 m;

- comprimento da barra AB: 3 m;
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- massa da barra BC: 2,5 kg;

- massa da particula: M = 0,3 kg;

- carga da particula: Q = -5 C;

- intensidade do campo elétrico: 4,6 N/C;

- aceleragdo da gravidade: g = 10 m/s2..
Observagoes:

- 0S apoios nao admitem torque;

- as massas das barras AB e AC sao despreziveis;
- a distribuicdo de massa da barra BC é uniforme.
O maddulo da reagéo no apoio A, em N, é aproximadamente:
a) 10

b) 17

c) 19

d) 21

e) 23

3. (Ime)

SuperProfessor®

52 kN

OO\

O guindaste da figura € montado com o auxilio da barra vertical BD, das barras horizontais AB e
BC e das barras inclinadas AD e CD. O apoio A resiste a forgas horizontais e verticais, enquanto
0 apoio B resiste apenas as forgas verticais. Sabe-se que a reagdo normal no apoio B é 60 kN
de baixo para cima e que sao aplicadas forgas externas indicadas nos pontos C e D.

Observacgoes:

- as barras s&o rigidas e possuem massa desprezivel;

- a forga P no ponto D é horizontal e a forga de 52 kN no ponto C é vertical.
Na condi¢ao de equilibrio, determine:

a) a forga horizontal P;

b) o médulo da reagéo no apoio A;

c¢) a forga atuante na barra AD, discriminando se € de tragdo ou compresséo.
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4. (Ime)

\
\

P
L%
I
1
I
I

2m

LA e

Um reservatério com 4m x 5m de base retangular contém 1.000 L de agua. Duas treligas iguais
em planos paralelos verticais o sustentam na configuragdo mostrada na figura acima, por meio

de quatro apoios que estdo representados por pequenos triangulos. No instante t = 0, a agua
passa a entrar no reservatorio a uma vazao de 2 m3 /min.

Dados:

- area transversal de cada barra das trelicas: 0,04 m?2 ;

- pressao de ruptura de cada barra das trelicas: 1 MPa;

-2~ 1,4

- aceleragao da gravidade: 10 m/s?;

- massa especifica da agua: 1.000 kg/m?3 ;

Observacgoes:

- 0s quatro apoios do reservatério de agua estdo num mesmo plano horizontal;
- as paredes laterais do reservatério de agua estdo contidas em planos verticais;
- despreze o peso do reservatorio;

- a pressdo em cada barra das treligcas é constante em sua area;

- cada trelica é indeformavel e apenas pode se romper quando alguma pressao de ruptura for
atingida.

Mediante os dados apresentados, determine:

a) o médulo da tensdo em cada uma das barras das treligas na iminéncia do primeiro rompimento
de barra devido ao aumento do peso acumulado no reservatorio;

b) o instante t em que ocorre o primeiro rompimento de barra.

5. (Ime)
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I T

Uma estrutura rigida (treliga), formada por barras de ago, encontra-se suspensa pelos pinos A e
B, conforme mostrado na figura. Sabe-se que o pino Aimpede os movimentos vertical e horizontal
e que o pino B impede o movimento horizontal. No ponto E é aplicada uma forga T na diregédo
vertical e no ponto C é aplicada uma forga 2T na dire¢ao horizontal. Desprezando o peso proprio
da estrutura, calcule, em fungéo de T, as:

a) reacgdes nos apoios Ae B; e

b) forcas que agem nas trés barras que partem do ponto D.

6. (Ime)

Tl

FI B
_"iT
X
o3
[
LD
ks @)
| : L
I “l

A figura mostra uma estrutura composta pelas barras AB, AC,AD e CD e BD articuladas em suas
extremidades. O apoio no ponto A impede os deslocamentos nas diregbes xe y, enquanto 0 apoio
no ponto C impede o deslocamento apenas na diregdo X. No ponto D dessa estrutura encontra-
se uma particula elétrica de carga positiva q. Uma particula elétrica de carga positiva Q
encontra-se posicionada no ponto indicado na figura. Uma for¢ca de 10N é aplicada no ponto B,
conforme indicada na figura.

Para que a forgca de reagao no ponto C seja zero, o produto q - Q deve ser igual a:
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Observagao:

- as barras e particulas possuem massa desprezivel; e

- as distancias nos desenhos estéo representadas em metros.
Dado:

- constante eletrostatica do meio: k.

1250

a) T
125
b) Jox
7
C) 1250 k
1250
d)
k
€) 250
7. (Ime)
10 kN 30 kN ‘
1
cC ]
—_— [ ]
E
]
£ E F
: Jo = 20 kM
E =
Lt} ]
1 1 "l

4m 4 m

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio formada por onze barras. Todas as barras tém
peso desprezivel. O apoio A impede deslocamentos nas diregdes horizontal e vertical, enquanto
0 apoio B somente impede deslocamentos na diregédo vertical. Nos pontos C e D ha cargas
concentradas verticais e no ponto F é aplicada uma carga horizontal.

Determine os valores das forgas, em kN, a que estdo submetidas as barras BG e EG.

Dados:
-V2=14e
-5 = 2,2.
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8. (Ime)

Etz//, 7
7]

1.8 kM

2,0
—

) JE

20m

30m

A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por uma barra horizontal CE e
duas barras verticais rotuladas AC e BD. Todas as barras possuem material uniforme e
homogéneo e as barras AC e BD tém peso desprezivel, enquanto a barra CE tem densidade
linear de massa u Na extremidade da barra CE ha uma carga concentrada vertical, de cima para
baixo, de 1,8kN. Para que a for¢a de tragédo na barra BD seja 8,1kN, a densidade linear de massa
u da barra CE em kg/m, e a forca em modulo na barra AC, em kN, devem ser iguais a:

Dado: aceleragao da gravidade: g = 10 m/s?.

a) 40e 3,6
b) 40e 4,5
c) 60e 3,6
d) 400e 4,5

e) 600e 3,5

9. (Ime)
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A figura acima apresenta uma estrutura em equilibrio, formada por oito barras AC,BC,A F, CF, CD,
DE, DF e EF conectadas por articulagdes e apoiadas nos pontos A e B. Os apoios Ae B
impedem as translagdes nas diregdes dos eixos x e y. Todas as barras sdo constituidas por
material uniforme e homogéneo e possuem pesos despreziveis. No ponto D, ha uma carga
concentrada, paralela a dire¢ao do eixo x, da direita para esquerda, de 20 kN, e, no ponto E
existe uma carga concentrada, paralela a dire¢do do eixo y, de cima para baixo, de 30kN
Determine:

a) as componentes da rea¢ao do apoio A em kN;
b) as componentes da reagédo do apoio B em kN;
) as barras que possuem forcas de tragao, indicando os modulos destas forgas em kN;

d) as barras que possuem forgcas de compressao, indicando os moédulos destas forcas em kN.

10. (Ime)

90 kN

5
[ B £

A figura acima, cujas cotas estdo em metros, exibe uma estrutura em equilibrio formada por trés
barras rotuladas AB, BC e CD. Nos pontos B e C existem cargas concentradas verticais. A
maior forca de tragdo que ocorre em uma barra, em kN, e a altura h, em metros, da estrutura
séo

Consideracao:

- as barras séao rigidas, homogéneas, inextensiveis e de pesos despreziveis.
a) 50,0 e 2,50
b) 31,6e1,67
c) 58,3e3,33
d) 50,0e 1,67
e) 58,3e2,50
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11. (Ime)

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio, formada por nove barras AB, AC,AD,AE, BC,
BE, CD, CE e DE conectadas por articulagoes e apoiadas nos pontos A,B e C. O apoio A impede
as translagdes nas diregcbes dos eixos x, y e Z. enquanto o apoio B impede as transla¢des nas
direcbes x e y. No ponto C, ha um cabo CF que sé restringe a translagéo da estrutura na diregéo
do eixo y. Todas as barras possuem material uniforme e homogéneo e peso desprezivel. No
ponto E ha uma carga concentrada, paralela ao eixo Z. de cima para baixo, de 60 kN. Determine,
em KN:

a) as componentes da reagdo do apoio B.
b) as componentes da reagdo do apoio A.
¢) o médulo da forga do cabo CF.

d) os médulos das forgas das barras BE, BC, AB e AC.

12. (Ime)

carga C B
vertical ] —
Y ‘
3u \\% L
E "

&
i 20m . 20m

.
| | |

1.65m

— m

A figura mostra uma estrutura em equilibrio, formada por barras fixadas por pinos. As barras AE
e DE séo feitas de um material uniforme e homogéneo. Cada uma das barras restantes tem
massa desprezivel e secao transversal circular de 16mm de didmetro. O apoio B, deformavel,
€ elastico e so6 apresenta forga de reagéo na horizontal. No ponto D, duas cargas s&o aplicadas,
sendo uma delas conhecida e igual a 10kN e outra na diregéo vertical, conforme indicadas na
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figura. Sabendo que a estrutura no ponto B apresenta um deslocamento horizontal para a
esquerda de 2 cm, determine:

a) a magnitude e o sentido da reagéo do apoio B;
b) as reacdes horizontal e vertical no apoio A da estrutura, indicando seu sentido;
¢) a magnitude e o sentido da carga vertical concentrada no ponto B;

d) o esfor¢co normal (forga) por unidade de area da barra BC, indicando sua magnitude e seu tipo
(tracdo ou compressao).

Dados:
- aceleragdo da gravidade: g = 10 m /s ?,
- densidade linear de massa: p = 100kg/m;

- constante elastica do apoio B: k = 1600kN/m.

13. (Ime)
10 kN 10 kM
A | ,

O C horizontal

1.5m

E
1.5m
-
B

:
20m 2,0m £

A figura acima mostra uma estrutura em equilibrio de peso desprezivel em relagdo ao
carregamento externo. As barras desta estrutura so resistem aos esforgos normais de tragéo ou
de compressao.

Sobre o né D ha uma carga vertical concentrada de 10k N, enquanto no né Cha uma carga
vertical concentrada de 10kN e uma carga horizontal. Sabendo que o apoio AnZo restringe o
deslocamento vertical e a forgca de compressao na barra AB é 5 kN, determine:

a) aintensidade, em kN . e o sentido da carga horizontal no n6 C:
b) as rea¢des de apoio, em kN . nos nés Ae B. indicando suas dire¢des e sentidos;
c) as barras que estao tracionadas, indicando suas magnitudes em kN;

d) as barras que estdo comprimidas, indicando suas magnitudes em kN,
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14. (Ime)

4,25 m

A figura mostra duas barras AC e BC que suportam, em equilibrio, uma forga Faplicada no ponto
C. Para que os esforgos nas barras AC e BC sejam,respectivamente, 36N (compresséo) e 160N
(tracdo), o valor e o sentido dascomponentes vertical e horizontal da forgca Fdevem ser:

Observagao:

Despreze os pesos das barras e adote V3 = 1,7.
a) 80N(1),100N(=)

b) 100N(!),80N(-)

c) 80N(1),100N(«)

d) 100N(1),80N(«)

e) 100N(1),80N(«<)

15.

—2m —— 5m —

Dy
4_

ﬂ B Prof. Laerte

2r

A figura mostra duas roldanas presas ao teto por hastes verticais, duas particulas de massa me
uma barra horizontal funcionando como uma “gangorra”. O sistema esta inicialmente em
repouso.

Dado:

e aceleragdo da gravidade: g.
Observagoes:
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e as hastes, roldanas e barra possuem massas despreziveis;

e o fio que passa pelas roldanas é ideal e inextensivel;

e 0s segmentos de fio desenhados na figura estdo na vertical.
De acordo com os dados listados, geometria apresentada e pelo principio da conservac¢do da
energia, o sistema, ao ser liberado, provoca uma aceleracgdo inicial instantanea para baixo na
particula da direita de aproximadamente:

30
A) 59

B)-g

15
C) %9

5
D)7 9

E)zg
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Gabarito de trelicas

Resposta da questao 1:

Como os tridngulos isésceles possuem base 2 m e altura 1 m, os &dngulos das suas bases valem
45° Do esquema de forgas abaixo, obtemos:

8 kN

s50ri

SuperProfe:

E
a) Equilibrio rotacional em torno do né A (considerando as forgas Na , Ne e 8 kN):
Equilibrio translacional do sistema:

Np+6=8=N, =2kN

b) N6 A:
V2 <
Fagsend5° = N = Fypp o= 2 = Fp = 2V2kN(compressio)
V2
Fac = FopCos45° = 2v2 - > = Fac = 2kN(tragdo)
No E:
V2 <
Fpgsen45° = Ng = Fpg o= 6 = Fpg = 6V2kN(compressio)
V2
Fcg = Fppcos 45° = 6v/2 - - = Fcg = 6kN(tracdo)
c) No C:

Fpcsen45° = Fepsen45° = Fge = Fep

V2
FAC + (FBC + FCD)COS 450 = FCE = 2 + ZFBC . 7 = 6
= Fpe = 2V2kN(tragio) eFcp, = 2V2kN(compressio)

Resposta da questao 2:
[A]

Para o equilibrio rotacional em torno do ponto B, devemos ter:
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SuperProfessor®

B, 25N 3N
A,-3-23-4+43-4+25-2=0
3A,—30=0
« A, = 10N

Resposta da questao 3:
a) Para o equilibrio do sistema em relagéo ao ponto A, devemos ter:

D
P
10m
8m
52 kN
- 6 m 4m
N 'lA +8 C
N, 60 kN
P-8+60-6=52-10
~ P = 20kN
b) Do equilibrio das for¢as nas dire¢gbes horizontal e vertical, obtemos:
N, =P N, = 20kN
{Ny +52=160" {Ny = 8kN

N = /202 + 82 = V464

= N = 44/29kN

c) Nondé A, temos:
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8 kN
Fap
0 g
20 kN > ;
A Fas H
Fap -sen =8
F 8 _ 8
AD 70 =
FAD = 10kN

Logo, a forga na barra AD é de tracéo.
Resposta da questao 4:

a) Sendo P o peso do reservatério, a forga sobre cada um dos apoios sera igual a P/4. Da simetria
do problema, podemos representar as forgas sobre uma das trelicas da seguinte forma:

F, Fa Fa
l||" F}qﬂ Fm ¥ F‘I‘E Fl"lE ‘-“ J
Fac A s A Fac
45 45"
L F & F L F
F,.!.c AaD BE A F
45° 45°
I - %+ L * = % - % C
I FCEI F[;D o FDE FDE E FUE FDE D FE-I} FCD I
- P
4 4
De onde obtemos:
P F PV2
- = ° AC T
N6 C: 17 Facsen45 N P
FCD = FACCOS45° FCD = Z
_ P
NG A: {FAB = Fpcsend5° Fap = 4
OB F, = Fpccos45° P
FA = -
4
N6 B: Fg =
_ Fap =0
N6 D {FAD =0 P
Fcp = Fpg Fpg =~
4
Né E: FBE =0
Na iminéncia da ruptura na barra AC (que suporta a maior tenséo), teremos:
PV2
AC 4 ~
Pruptura = T = 10° = m = P = 114kN
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Logo, o médulo das tensdes nas barras sao:

114 -10%-1,4
4 N e
T E ] S E—
AC 0,04 m? a
103
1144 10 N
TAB = W = 0,7 MPa
TAD =0Pa
103
1144 10 N
TCD = W = 0,7 MPa
103
1144 10 N
TDE = W = 0,7 MPa
TBE =(0Pa

b) O instante t é dado por:

P =pVg=p(V, +Qv)

114 - 10% = 105 - (1 + 2t) - 10
11,4 =1+ 2t

~t=52min

Resposta da questao 5:

a) Representando as forgas relevantes no sistema, temos:

2T

2L l

Equilibrio rotacional em A:
By -2L=T-4L+ 2T-L = B, = 3T
Equilibrio em X:
Ay +2T=B; =2 A, =3T-T=>A,=T

Equilibrio em y:

Forga resultante em A:
Ar = [A+ A2 T24T2 Az =TV2

b) Considere agora as seguintes forgas:
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rimtapl

Da figura, obtemos:

CE? =12 4+ (2L)? = CE = LV5

L 1
sencx=ﬁ=E
2L 2
cosoc:m_E
NG E:
FCEsena=T:FCE-%=T ~ Feg =TV5
Fcg cosa=FDE:T\/§.i=FDE o Fpg = 2T
V5
N6 D:
Fgp = 2T
Fep =10

Portanto, ha uma compresséao de 2T nas barras DE e BD e uma forga nula na barra CD.
Resposta da questao 6:

(Al

Representando as forgas na estrutura, temos:

Fay

[

F

el

Sendo nulo o torque resultante em A, vem:
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Fesen® -6 + Fecos6-6 —Fgy -6 =0
Fei(sen 6 + cos0) = 10
k 3 4

52 \5 5
kQq 7
25 510
_ 1250
Qq = 7K
Resposta da questao 7:
Esquematizando o problema, temos:
10 kM 30 kM
C D

4m = 20 kM
Fac
1 Fas F., 45°
A, - * =
At 4m
A,
Em que:

_EG_ 2 _5
sene—ﬁ—zﬁ:sene— -
cose=E=i=:~cosG=£

BE 25 5

IF, = 0:A, —20 = 0 = A, = 20kN
SF, = 0:A, + B, — 10 —30 = 0 = A, + B, = 40kN
SM, = 0:B,-8—20-2—30-4= 0= B, = 20kN

Logo: Ay + 20 = 40 = A, = 20kN

N6 A:
FAG _AX = O = FAG = ZOkN
No6 B:
V5
FBEsene = By = FBE . ? = 20 = FBE = 20\/§kN
2v5

Fggcos 0 = Fgg = 20V5 - —— = Fgg = Fgg = 40kN

No G:

V2
FCGCOS 45° + FAG = FBG = FCG . 7 +20=40> FCG = ZoﬁkN
V2
Fcgsen 45° = Fpg = 20V2 - — = Fre = Feg = 20kN
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Portanto, as barras BG e EG estao, respectivamente, sob a agado de uma forga de tragcéo de
40kN e uma forga de compresséo de 20kN.

Resposta da questao 8:

(Bl
Ve
- 1.8 kN
= 225m
o -
— :, E
E
=]
]
3.0m
Dados:
TBD = 8,1kN
u =?[kg/m]
TAC =7 [kN]

Como a barra CE possui massa ndo desprezivel, e sua distribuicido de massa €& uniforme,
acrescentou-se a figura da questéo a forga peso W, aplicada no centro de massa -CM- da barra.

Partindo-se do equilibrio de momentos em relagao ao ponto C, tem-se que:

w
ZMC =0 Typ X 1,5 — LX45xg X 2,25~ 1,8 X 103 x 4,5 = 0
mcg
_ Tgp x1,5-1,8x10%°x 45

=
3 45x g x 2,25

Como Tgp = 8,1 x 103 N, ent&o:

_81x 10°x1,5—18x%x103%x 4,5
B 4,5 % 10 x 2,25

1l =40 kg/m

sendo p a densidade linear da barra CE.
Partindo-se do equilibrio das forgas na diregdo yy, tem-se que:

Z Fy =0 —Tye—W—18x10%+81x 10 = 0

Tac =8,1x 103 —18x10° —px45xg
=6,3x10%-40x4,5x10
Tac = 4,5 X 103N = 4,5kN

Resposta da questao 9:
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12 5 5 £
Para o equilibrio da estrutura, devemos ter:

S, =0=Fg -10+20-17+30-12 = 0= F5 = —70kN
S, =0 = Fy +Fg, =30 = F, = 100kN
TP, =0 = F, +20 = Fp,

Condigdes de equilibrio para os nds:

N6 B:
F 12 70
Fgc - sena + Fg = 0 BC 737 455 175
{FBC-COS(XZFBX = F 5_F ﬁFBC_TkNeFBX_TkN
BC 713 = UBx
N6 A:
175 55
FAX+20=T$FAX =?kN
. 5 55
Fac - cosa = Fy, AC' T3 = 3 143
{FAF+FAC'SGI’IO{+FA — Oﬁ 12 ﬁFAC =TI{N e FAF= —122kN
y FAF+FAC_+1OO:0
13
NO E:
F > 30
Fpg - cos a = 30 DE 73~ _ _
{FEF+FDE'SEH(X=O=> 12 ﬁFDE—78kN eFDE— 72 kN
Fgp +Fpg -2 =0
13
No F:
Fpr = Far _ - _
_ = FDF = —122KkN e FCF = —72KkN
Fgr = Fcr

N6 D:
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12 V2
FDE‘Sen(X+20=FCD‘Sen45°=>78‘E+20=FCD'7$FCD=92\/EkN

ou

5 V2
FDE'COS(X+FDF+FCD ‘COS45°=O:78'1_3— 122 + FCD'7= O :FCD = 92\/EkN
Respostas:
a)Fy, = % kN (da direita para a esquerda) e Fp, = 100kN (de baixo para cima);

b) Fg, = 1?75 kN (da esquerda para a direita) e Fg, = —70kN (de cima para baixo);

c) Barras que possuem forca de tragao:

143 455
AC (=~ KN), BC (=0~ kN), €D (92vZkN) e DE (78 kN);

d) Barras que possuem forgas de compressao:

AF (122KkN), CF (72KkN), DF (122kN) e EF (72 kN).
Resposta da questdo 10:
[C]

Devido as reacgdes dos rotulos A e D sobre as barras AB e CD, respectivamente, e ao equilibrio
da estrutura, pode-se afirmar que:

NA = ND

Considerando o equilibrio do n6 D, tem-se que:

Np = Tepsend N
S =tg0="=22)
RD = TCDCOSG Rp 2 4
RD“ D
D . 2,0
Mg
]
C 5
Ten 1.5 :

Considerando o equilibrio do n6 A, tem-se que:

rawta el

Ry

Ton
2n B

Considerando o equilibrio do n6 B, tem-se que:

Tgccos a = Tagsen @ = N, }:)TBcsen(x= RA—4-O}:RA—40 _ 4—h
40 + Tgcesen o = Tagcos @ = Ry Tgccos a = Ny
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Ra—40 _ E
Na =2 5(4)
T.I'I\E g
2|
‘Q B )
qE::::::]4ﬂ-h
B‘*‘\..u\‘
T?Il.'. C
L J
40

Combinando-se as equagdes (3) e (4) tem-se que:

h_ Ra
2 N, R, — 40 Ra

= =2——=>R,—N, =20
Ry=20_ WTTN, Ny AT A
N, 2

RA - NA = 20(5)

Isolando-se, nas equagdes (1) Rp.em fungéo deR,, entdo:
N 3 Rp =N 3 (90 — R,)
i = — —_—
D 4 D A 4 A

chegando-se no seguinte resultado:
3R, + 4N, = 270(6)

Do sistema formado pelas equacdes (5) e (6), chega-se entdo aos valores de Ny = 30kNe R, =
50 kN.

Substituindo-se os valores de Nye Ranas equagdes (1), obtém-se:

Np = 30
Rp = 90 — R, = 40

Substituindo os valores de Nje Rynas equagdes (3), obtém-se o valor de h:

b Ra ho2x2%-333
_= — = _—=
2 N, 30 o0m

As forgas de tracdo em cada barra podem ser obtidas como segue:
Tag = N2 + R% = /302 + 502 = 10v/34 = 58,3kN
Tge = \/Ng + (R, — 40)% = /302 + 102 = 10v10 = 33,3kN
Tep = |N2 + R% = /302 + 40% = 50kN

Como T, = 58,3 kNé a maior for¢a de tragdo e h = 3,33 m,conclui-se que a alternativa correta é
a[C].

Resposta da questdo 11:

Aideia da resolugdo da questao é partir do equilibrio de cada né da estrutura.
Algumas consideracgdes prévias sdo importantes:

1. Nos pontos dotados de restricdes devem ser inclusas as forgas de reagao correspondente a
cada restricao.
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2. A parte mais complicada da questao é o volume de equacgdes e variaveis com que se trabalha.
Por isso, & importante definir um algoritmo de abordagem do problema. Como exemplo, o ponto
A possui trés restricbes de translagéo, representadas pelas forgas de reagéo A,, A, e A,. Ambas
foram dispostas no diagrama de equilibrio do né A como orientadas conforme o sentido positivo
dos eixos coordenados.

3. As forgas ao longo das barras foram representadas utilizando-se os nés das extremidades de
«

cada barra. Exemplo: a forga da barra AB sobre o né A foi representada como AB, vetor com
origem em A, apontando para o né B. Da mesma forma, a forca da barra AB sobre o n6 B foi
representada como BA vetor com origem em B, apontando para o né A. Naturalmente BA =
—AB

4. O indice x,y ou z z z indicam o médulo da respectiva componente do referido vetor. Ex:
ABy, AB, e AB,.

5. Quando se suprime a seta, indica-se que se trata do modulo do vetor. Ex: AB = |AB|.

6. O angulo a referenciado na resolugao a seguir corresponde ao angulo agudo entre a barra AE

e o eixo y, e é tal que cos(a) = % = ? Ja B corresponde ao angulo agudo entre as barras AE

e BE, de modo que sen () = §

Com essas consideragoes, partimos para a resolugao.
Do equilibrio do n6 A, tem-se que:

A, —AD — AE, —AC, =0 A, — AD — AEsen(a) — ACcos(45) = 0
—A,+AE, =0 = {—Ay + AEcos(a) =0
AB+A,+AC, =0 AB+ A, + ACsen(45) =0

Do equilibrio do n6 B, tem-se que:

By —BC—BE, =0 By — BC — BE cos () sen (a) = 0
B, +BE, =0 = {By + BE cos (B) cos (a«) =0
—BA—-BE, =0 AB—BEsen () =0

Do equilibrio do n6 C, tem-se que:

CB+CA,+CE;,=0 —BC — AC cos(45) + CE cos(B) sen(a) = 0
—CF+CE, =0 = <{—CF + CEcos(B) cos(a) =0
—CD—-CA,—CE, =0 —CD + ACcos(45) — CEsen() = 0

Do equilibrio do n6 D, tem-se que:

DE, =0 DE =0

DA+ DE, =0 AD =0
DC=0 CD=0

Do equilibrio do n6 E, tem-se que:

60
—60 + ECsen(B) + EBsen(B) =0 —CE—-BE = sen[B]
—EB cos(B) cos(a) — EC cos(B) cos(a) — EA cos(a) =0 = (BE + CE) cos(B) + AE = 0
EA sen(a) + EB cos(B) cos(a) — EC cos(B) sen(a) = 0

—AE — BE cos(B) + CEcos(B) =0
A seguir, a relagao das equacgdes obtidas:
1. A, — AD — AEsen(a) — ACcos(45) =0
2. —Ay + AEcos(a) = 0
3. AB+ A, + ACsen(45) =0
4. B, — BC — BEcos(B)sen(a) = 0
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. By + BEcos(B)cos(a) =0

.AB —BEsen() =0

5
6
7. —BC — ACcos(45) + CEcos(B)sen(a) =0
8. —CF + CEcos(B)cos(a) = 0

9

. —CD + ACcos(45) — CEsen(B) =0

10.AD = 0
11.DE =0
12.CD =0
13. —CE — BE = -

sen (B)
14. (BE + CE)cos(B) + AE=0

15. —AE — BEcos(f3) + CEcos(B) =0

Das equagbes 10,11 e 12: AD=0,DE=0e CD = 0.
Somando-se as equacgdes 14 e 15 chega-se a CE = 0.
Da equacgao 8: CF = 0.

Das equagdes 9 e 12: AC = 0.

60
sen (B)’

Da equacédo 13: BE = —

Da equacédo 7: BC = 0.

Da equacao 14: AE = —BE cos () = - (B) cos (B).
Da equacéo 4: B, = BE cos (B) sen (o) = - (B) cos () sen (a).
Da equagéo 5: B, = —BE cos(p) cos(a) = sen(B) cos(B) cos(a).
Da equacéo 6: AB = BEsen(f}) = Sen(ﬁ) sen(f) =
Da equacgédo 3: A, = —AB = 60
Da equacgéo 2: A, = AE cos () = - (B) cos () cos ()
Da equacéo 1: A, = AE sen (a) = o (B) cos (B) sen (a)
Respostas:

_ _50 51
a) B, = sen(B) ——cos(B)sen(a) = (E) XzZ= 45 kN

B 60 (B)cos(a) 60x\/§x 2 90 kN
= cos(B)cos(q) = 5= X —X—==
Y= Sen(B) BREIRE
3
b) A, = ——cos(B)sen(a) = 2 x 5 X — = 45 kN
X sen(B) _Z:) 2 T VBT
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A 60 (B)cos(a) 60><\/§><2 90 kN
= cos(B)cos(a) =X —X—==
Y sen(B) (Z) 2 45
3
A, = 60kN
c)CF=0
60 60

d)|BE|—Sen(B)—@—9OkN

IBC| =0

|AC| =0

|AB| = 60kN

Resposta da questao 12:

a) Se a estrutura esta deslocada 2cm para a esquerda, é porque ela puxa o apoio para esse
sentido. Entdo ha uma reacédo do apoio tracionando a barra para a direita. Assim:

— Forca de agao da barra no apoio: para esquerda;
— Forca de reagao do apoio na barra: para a direita.
Aintensidade dessas forgas € dada pela lei de Hooke:
Fg = kx = 1.600 X 2 X 102 = Fg = 32kN
b) Calculando os pesos das barras:

Ppg = 100 X 10 X 2 = 2.000 N = Py = 2 kN.

P=“g"{PAE:3><100><10><2=6.000N=>PDE:21<N.

A figura mostra as forgas externas atuando sobre a estrutura.

c

nivetied®

Do equilibrio de translagéo na diregao horizontal, vem:
FAX = FB + FDX = FAX = 32 + 10 = FAX = 42kN

Do equilibrio de translagdo, adotando polo em D tem-se:
> MR =) MBy = Fag(4) = Fp(15) + Poe(1) + Pa(3) =
68
4Fpy, = 32(1,5) +2(1) + 6(3) = Fyy = v = Fay = 17kN.

c¢) Do equilibrio de translagéo na diregdo vertical, vem:
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FDy+FAy=PDE+PAE=>FDy+17=2+6:FDy
= —9 kN (em sentido oposto ao indicado na figura) =

Fpy = 9 kN, para baixo.
d) Como ja justificado no item a), a barra BC esta sujeita a uma forga de tragao.
Sendo ¢ a intensidade da tens&o nessa barra, vem:

_Fg_ Fg _ 4Fg 4% 32 128

A " mD?/, " mb? 0T A6 x10-3)?  256mx10-6
o= % x 10% kKN/m?.
Resposta da questao 13:
Esquematizando o problema, temos:
10 kM 10 kN

L
i il

N6 A
3
FAE sen9=5$FAE-§=5$FAE=?kN
N6 B:
FBy=20kN
3
FBEsen9+5=FBy=>FBE-§+5=20=>FBE=25kN
4
FBX:FBECOSGZZS'E:FBXZZOI{N
N6 E:
25 0
FAECOS 0+ FCECOS 0= FBECOS 0= ?"‘ FCE =25= FCE = ?kN
N6 D:
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FDE=10kN
N6 C:
50 4 40
FCD+FCEcose=FCX$FCD+?'§=FCX$FCD=FCX_?
MaS: FCD=FAD (né D) e
25 4 40 P
FAECOS 0 + FAX = FAD = ? E+ FAX = FCX - ?=> FCX = FAX + 20(n0 A)

a) Fex = Fax + 20 (é necessario conhecer F,, para se determinar F ¢, ),

b) N6 A:

Fax = Fcx — 20(mesmo problema do item anterior).

N6 B:

Fgx = 20kN(para a direita) e Fg, = 20kN (para cima).

c)Barra AE, com Fyp = 23—5kN.

d) Barras AB, BE, CE e DE, com Fpg = 5kN,Fgg = 25kN,F ¢y = ?kN e Fpg = 10 kN.
Resposta da questao 14:

[A]

A figura abaixo mostra as forgas externas que agem na estrutura:

T, T,sen30°

T,cos30° .

2,50 m
A
—
C, !
|
,lr

Para haver equilibrio é precisoque > F=0e) M

4,256 m

O (qualquer) __ 0
F = .

Calculando a resultante vertical das forgas, temos:
Fy + T,sen30° = 0 = F, = =T, - sen 30° = —80N
Calculando a resultante horizontal das forgas, temos:

Fy 4+ C, — T,c0530° = 0 = Fy + 36 — 160 x 1,7/2 = 0 = Fyx = 100N

Resposta da questdo 15:
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Para deslocamentos pequenos, a relagdo entre o deslocamento da particula a direita (Ax;)e o
da esquerda (Ax,)pode ser inferida a partir do vinculo que a gangorra impde:

Ax, Axq
) —=—
(1) > z
Relagao entre as aceleragoes
Ax;  Axq
2 5
d
dt 1% 121
- —_==—
2
d
dt a; aq
- —_=—
2 5
mn = 24,
a, =—
27 5

Principio do trabalho Virtual
TZ'AXZ—Tl'Ax1=0
ay S >Th
- = —
272
Segunda lei de Newton
{mg —-T; =may

T, —mg = ma,
Usando as relagdes (l1) e (l11):
5T, 2maq

2 M=

{ mg — Ty = may (IV)

— V)

96



Prof. Laerte Pereira

De5-(IV)+2-(V):

4ma,
5mg — 5T; + 5Ty — 2mg = 5ma, + z
29ma,
= 3mg =
5
- _ 15
a, = 299

Outra maneira

Como as roldanas s&o fixas e sem massa (I = 0), teremos a seguinte configuracdo:

Tyimg-5d—mg-2d =lLa+ La

3mgd = a(l; +I,) = 3mgd = a - [m(5d)? + m(2d)?]

39
= 2 2 = —
3gd = a(25d* +4d°) > «a 594
39
a, —Ole de
_15¢g
%2 =79

Alternativa C.
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