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LANCAMENTO HORIZONTAL E OBLIQUO
1. INTRODUGAO

O estudo do langamento obliquo nos permite
prever trajetorias de objetos que s&o langados
formando éangulos em relagdo a horizontal.
Conhecendo a aceleragéo da gravidade, a velocidade
inicial e 0 angulo de langamento do objeto, é possivel
prever seu tempo de subida, sua altura maxima, seu
tempo de descida e seu alcance. As extrapolagdes
desse estudo permitem, por exemplo, a realiza¢éo de
manobras com seguranga, evitando que esportistas
sofram acidentes.

Para facilitar a exposigdo do contetdo,
separaremos o estudo de langamentos em dois casos:
langamento horizontal e langamento obliquo.

2. LANCAMENTO HORIZONTAL

Consideremos uma particula langada de um
ponto O préximo da superficie da Terra, com

velocidade V, em uma dire¢cdo horizontal.
Desprezando os efeitos do ar, sua trajetdria sera
curva, semelhante a trajetéria desenhada na Figura 1.
Para esse caso, adotemos um sistema cartesiano
ortogonal Oxy, com o eixo Ox de mesmo sentido de
I

V, e o eixo Oy na diregdo vertical, orientado para

baixo.
v, X
JouncE d
>
Yy A
Figura 1

Seja P a posicao da particula num instante
qualquer apds o langamento (mas antes de atingir o

solo). Sendo I_} a velocidade da particula nesse
instante, fagamos a decomposicéo de I_/) nas diregoes
de Ox e Oy, obtendo as velocidades componentes I_/;e
v,

(Figura 2).

Figura 2
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Como a aceleragdo da gravidade g tem
direc&o vertical, apenas a componente \7 € variavel;
a componente V permanece constante e, portanto,
V = V0 A Figura 3 representa a partlcula em duas

posigbes P1 e P2, com velocidades V1 e VZ,
decompondo essas velocidades nas diregdes de Ox e
Oy devemos ter

yy
Figura 3

Seja uma particula langada horizontalmente
com velocidade inicial u de uma altura h.

(0,0)

< R -
3. VELOCIDADE EM QUALQUER INSTANTE ¢

Temos

<
Q
<

Também,
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4. POSICAO EM QUALQUER INSTANTE ¢ o Deslocamento
™ Tempo
Tomando o ponto de projecdo como a P
origem, o vetor posi¢do em qualquer instante t VhZ ¥ RZ
U =—
0ndex=utey=%gt2 T
2
N ,\ ,\ h2 + zu_h
r=xi-yj PN
2h
- v 1 2 g
r =uti — Egt j
A aceleragdo média no tempo total de voo é g para
Deslocamento baixo.
1 2 EXEMPLO: Uma bola rola para fora do topo de
s=r= |(ut)?+ (5 gtz) uma escadaria com velocidade horizontal
constante u. Se os degraus tém altura h metro e
EQUAGAO DA TRAJETORIA largura w metro, mostrg que a bola tocara
exatamente a borda do n-ésimo degrau se
Temos 5
-
X gw
x=utout =— _
u RESOLUCAO:
u
1
= —— tZ
y 29
1 x\2 y = nh
r=-30()
ou
2 o x=w |
y= —EQF x =ut
5. TEMPO DE VOO (T) nw = ut
Temos i _nw
h=u,t+ laytz e deslocamento vertical .
y=0+ Egt2
1
h=0+=-gT?
2 h 1 (TLW)2
nh=-g|—
0 que fornece 2 g u
1 n’w?
2h ==
T = |[— 2 'g uZ
g
2hu?
6. ALCANCE HORIZONTAL (4) n= W2
A=u,T
2h
A=u |—
g

Dica do Laerte:

A velocidade média em todo o tempo de movimento é
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LANCAMENTO OBLIQUO
Y
Vy 77777 v
@, | Vy = Uy
u Ve = Uy

=

Considere uma particula que é langada com
velocidade inicial u sob um &ngulo 8 com a horizontal
(chamado de angulo de projec&o). A velocidade u tem
dois componentes retangulares:

i) O componente horizontal ucos 8, que permanece
constante durante todo o movimento da particula.

i) O componente vertical usin 8, que varia com o
tempo devido ao efeito da gravidade. Assim, temos a
velocidade inicial

A A

- . .
U= Uyl + Uyj

A A

u = ucos Bi + usin 0j

1. VELOCIDADE EM QUALQUER INSTANTE ¢

Usando a primeira equagédo do movimento
na diregao vertical, temos

v, =u, — gt
v, = usinf — gt

-~ velocidade em qualquer instante t,

A A

- . .
V=Vl +vy)

v = ucos i + (usin @ — gt)j

2. VELOCIDADE EM QUALQUER ALTURA

Em qualquer altura h

v, = ucos @

vy = (usin)? — 2gh

obtemos

v =,/u? —2gh.

3. POSICAO EM QUALQUER INSTANTE ¢

Vi

(x.y)

A posicdo de uma particula em qualquer instante ¢ é
dada por

A A

;=xi+yj

x = ucos 6t

1
y=usin9.t—§gt2

A A

I 1
T = ucos fti + (usin ot — zgt2>j

1 2
r= \/(ucos 0t)? + (usin ot — Egtz)

t\? tsin @
r:utju(g_) _gesin
2u u

tan¢ =
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u.sin 6t — %gtz

=t -1
¢ an ut.cos
2usin @ — gt
=t -1 —]
¢ an 2ucos 6

0 angulo de elevagéo ¢ do ponto mais alto do projétil:

_ usin @
)

usin @
g

2using — g.

t =
an¢ 2ucos 6

ou

tan @
2

4. EQUACAO DA TRAJETORIA

tan¢g =

Temos,

X = ucos 6t

1
y = usin 6t —Egtz

1 2
y = usin® (uc::s 6) B E‘g (uc:)cs 9)

gx?
2u?cos? 0

y = xtan 6 —

A equacéo acima representa uma parabola.
Assim, a trajetéria de um projétil é parabolica por
natureza.

DICA DO LAERTE: COMO ENCONTRAR O RAIO DE
CURVATURA DO PROJETIL

a) No ponto de langamento:

y

an

g

A partir da Figura, fica claro que a,, = gcos 6.
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Como sabemos,

172
a, =—
" R
v? u?
R=—=
a, gcos@

b) No ponto mais alto do projétil:

yi
v=ucos 8
an=g
=X
v = ucos @
v?  (ucos6)?
P ( )
an g
5 u?cos? 0
9
Importante:

1. A velocidade média em todo o tempo de
movimento deste tipo de projecéo é ucos 6.

2. A aceleracdo média no movimento de
projétil é g para baixo.

5. TEMPO DE VOO (T)

O deslocamento na direg&o vertical (eixo y)
torna-se zero em todo o tempo de movimento.
Entdo, comegamos com a equagdo do movimento
vertical:

1 2
y(t) = u,t — ant

No ponto mais alto (ou quando o projétil
volta ao nivel inicial), a posigéo vertical € y = 0 no
instante t = T. Entéo:

1 2
0=u,T - > gT
Resolvendo essa equagéo para o tempo total T
2y
g

@notasitaime
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Como a componente vertical inicial & u,, =
usin 8, obtemos:

2usin 6
T =
9
6. ALTURA MAXIMA ATINGIDA (H)

No ponto mais alto da trajetoria, v, = 0,
entdo temos:

v =uj —2gh
0=u}—2gH
0 que fornece
5 ﬁ _u’sin® 6
29 29

7. ALCANCE HORIZONTAL (R)

2u
R=u,T= ux.—y

g
_ 2u,uy
9

_ 2ucos Qusin 0
g

5 u?sin 20
g
Para alcance maximo, sin260 = 1 ou 26 = 90°ou
6 = 45°.

Assim,

u2

Ry = —

Correspondente,
u’sin45°  u?
29 4y

Existem dois angulos de proje¢do para o
mesmo alcance:

Substituindo 6 por (90° - 8) na férmula do alcance,
obtemos

_ u®sin2(90° — 6)
g
dica: sin(180° — 8) = sin @

I

_ u”sin2(180° — 26)
)

r

,  u’sin26
RR=—m =

9

Assim, para uma dada velocidade de
langamento, um projétil tem o mesmo alcance para
angulos de langamento 6 e (90° - 6).

(90° — @) or &

or 8(90° — 6)

=X

Tempo de voo para o angulo de langamento 6,

_ 2usin 8
! g

e tempo de voo para o angulo de langamento (90° -
6),
_ 2usin(90° — 0)
2 g
_2ucos 6
Ty

Multiplicando T, e T,, obtemos

_ 2usin @ 2ucos

T\T, =
142 g
ou
i 2 (uzsin 29)
142 g
2R
T]_Tz D
Pontos mais importantes sobre 0 movimento de
projéteis
1. Se t, € o tempo gasto por um projétil para
alcangar um ponto P auma alturah e t, é
o tempo gasto do ponto P até o nivel do
solo, ent&o...
y
Py tZ_‘
v
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ou

gty +t3)

.sin@ =
u.sin >

A altura do ponto P,

1
h = usin0t; — Egtf

ti +t
h=9(1 Z)t

2 1 tf

1
_591

1
h = zgtltz

2. Trajetoria de um projétil observada por outro
projeétil:

yA (X2, ¥2)

uz i

’ y2
5(X1, i
i i

uq

8192

f—— X| —
X2

=X

Suponha que duas particulas sejam
langadas simultaneamente do mesmo ponto com
velocidades iniciais u; e u, sob angulos 6,e 6,,
respectivamente.

X, = uycos 0;t

X, = U,cos 6,t

X, —x; = (uycos @, —u cosf )t eql

) 1
Y1 = uysin 6t — E,gt2

1
Yo = Uysin O, — E,gt2

Y, —y1 = (u,sinf, —uysinfy)t  eq2
Dividindo a Eq. (2) pela Eq. (1), obtemos

1 LIy sin By — 11 sin O
Yamlhh _ |2 2771 L | = k (constant)

Xy —Xq Uy COS 92—7/{1 cos 91
(Y2—y1) =k (xp—x)

A expressdo acima representa uma linha
reta. Portanto, a trajetdria de um projétil vista por outro
projétil € uma linha reta.

Turma ITA - IME

Uz

Uy

o) P2

=X

Para u,cos 6, = u,cos 6, temos

Y2—0
= 00
X2 — X1
= tan 90°

Para a condi¢&o dada, observa-se umalinha
reta vertical.

8. PARABOLA DE SEGURANCA (P.S)

Dispositivo que ajuda a resolver problemas de
maximos e minimos, sem uso o de calculo.

Perguntas que buscamos responder ao estudar a
parabola de seguranga:

Pergunta 1: Qual a menor velocidade de langamento
que permite o projétil atingir um ponto especifico (pré-
determinado).

Pergunta 2: Fixada a velocidade de langamento, qual
€ a maior distancia que o projétil consegue atingir?

Perceba que na primeira pergunta estamos
fixando a distAncia e buscando minimizar a
velocidade. Ja na segunda pergunta, estamos fixando
a velocidade e buscando maximizar a distancia.

A Parabola de segurangca € uma curva que
delimita a regido que um projétil consegue atingir em
um determinado plano. Para entender essa afirmacé&o,
considere um projétil sendo langado com velocidade
vo em diferentes diregbes (diferentes angulos de
langamento), neste caso, teriamos a situagdo
ilustrada na figura abaixo.

P -
Ty /I x=x_PS
// T \ I/ \ \\".
AN VRN
,'7/ \l \ \ / / A \\'u
o N O T U
2 Foowly [
s / / ! \\! l/ \ \‘“,‘
A I Wy \ v
i & v
Ponto de
langamento

Pontos situados externamente a regido
delimitada pela parabola de seguranga ndo pode ser
atingidos pelo projétil.

@notasitaime
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Para determinamos a equagéo da P.S. vamos estudar
o0 problema fundamental da balistica.

8.1 — PROBLEMA FUDAMENTAL DA BALISTICA
EXTERIOR

Observagdo: Sempre iremos considerar que
0s projéteis seréo lancados da origem do sistema
cartesiano.

Esse problema consiste no seguinte: dado a
velocidade de langamento (vo), a aceleracdo da
gravidade (g) e a posigdo do alvo (x, y), qual é o
angulo de langamento 6 que fara nosso projétil atingir
0 alvo?

v A ia
PREERRN
AN
d \. Alvo
/
. (x.y)
Vo /
I

A
bl /

Observe que para o alvo ser atingido as
suas coordenadas (x, y) devem pertencer a trajetéria
do projétil. Desse modo, para que o alvo possa ser
alvejado, basta que as coordenadas do alvo
satisfagam a equacgéo da trajetéria:

tang - 9% Eq. (1)
=Xxtanb — ————— .
Y 2vécos? 6 d

Como nesse problema o angulo 6 é a
variavel do problema, vamos destaca-lo na expressao

acima. Para isso, lembre-se que

_ 2
cosZG_tan 6+1
desse modo,
gx?
y = xtanf —=— (tan® 6 + 1)
2vy

gx° 2 g
[m] tan“ 6 — xtan 0 + [y+ ﬁ] =0 Eq.(2)

A express@o acima, que se trata de uma
releitura da equagdo da trajetoria, € uma equagao
quadratica na variavel tan®.

A solug&o da Eq. (2), fornece a tangente do
angulo de
langcamento que permitird o projétil atingir o alvo.
Contudo, temos trés possibilidades

Turma ITA - IME

A >0 . 386, e 0, que satisfazem o problema;
Se<A =0 -~ 36(0, = 6,) que satisfaz o problema;
A<0-~A6 quesatisfaga o problema.

Nos casos A > 0 e A = 0 o alvo pode ser
alvejado. Contudo, se A < 0, significa que o alvo é
inatingivel (com a velocidade de langamento pré-
determinada).

Calculando o discriminante:

2
— 295 ( g_xz)
A= (=) 4(2173 y+2v§

2 2,4
. 29x7y g°x

4

A=x 5
Vo Vo

2,2
A=x? [1——217923’——9171‘ ]
0 0

Conforme mencionado anteriormente, para
que o alvo possa ser atingivel devemos impor A = 0,
desse modo, como x?2 é quantidade sempre positiva,
temos que:
2gy  g°x*

A2021-"2-2"->0
v,

A Eq. (3) representa a condigdo que as
coordenadas (x, y)do alvo devem obedecer para que
0 alvo possa ser atingido pelo projétil. Logo, a
equacéo da parabola de seguranga seré:

v:  gx?
=————Eq (4
Y=2g 22 (4)
(Equacao da parabola de seguranca)
Para entender melhor a P.S. veja a figura abaixo.

Vértice da

@notasitaime
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Perceba que A é um ponto localizado abaixo
da P.S, este € 0 caso em que A < 0 e, por esse
motivo, existem dois angulos, 61 e 62 que permitem
que o projétil atinja o alvo. J& os pontos B1 e B2 estéo
localizados na P.S. (pontos que pertencem a P.S.),
este € 0 caso em que temos A = 0, 0 que implica que
existe apenas um Unico angulo que faz com que o alvo
seja alvejado. Ja C & um ponto fora da regido
delimitada pela parabola de seguranga (A < 0)e,
desse modo, ndo importa o angulo de langamento,
este alvo nunca sera atingido.

8.2 — COMO ATINGIR UM ALVO SOBRE AP.S.

Dado um alvo nas coordenadas (x,y), localizado
sobre a parabola de seguranga (como os pontos B1 e
B2 mencionados na figura anterior), qual angulo
permite o projétil alvejar o alvo?

Vértice da

Linha de

g u mira

("'Alvo (x,y)

w AN

\ N
oo |
X

y
t = -
ang ==

Observagao:
0 angulo 8 em questao é obtido através da obtengao
das raizes da Eq. (3)

2
{%}tanze— xtan6+{y +2—gz} =0

Vg 5 Vo

=A =C
g~ BEVE
anuv = 24

Aplicando a férmula de Bhaskara, vem: Contudo,
como alvo em questdo pertence a parabola, temos
que A = 0 e, desse modo,

—-B

tanf = —.
an 22

Substituindo os parametros acima, vem:

Contudo, como alvo em questao pertence a parabola,
temos que A =0 e, desse modo,

Turma ITA - IME

Substituindo os parametros acima, vem:
—(=x) vg

>tanf =— Eq.(5
2(22) g 0
2v¢

ou seja, 0 alvo sd sera atingido se o angulo Ade
langamento for o mostrado acima.

tanf =

Dica: E possivel relacionar 6 (angulo de langamento)
e ¢ (angulo de visagem). Para isso observe que:

2
%

tan 8 =—Oetan(p=z.
gx x

Da equagdo da P.S., temos:

_v§ gx® (2)
Y =29 22 \x
2
Y Yo gx
2(2)=2-=
(x) gx v}

1
2tan(p =tan6 —m

@
=160 =45+~
*32

Exemplo de aplicagéo 1: Determinando a menor
velocidade para atingir um alvo. Considere que
devemos langar um projétil do solo de modo que
ele deve atravessar uma parede vertical de altura
h que se encontra a uma distancia d. Vamos
determinar a menor velocidade com que o projétil
deve ser langado a fim de que ele consiga o feito
de atravessar a parede. Para a determinagéo
da menor velocidade precisamos impor que o topo
da parede (ponto cuja coordenadas sdox=dey =
h) pertencem a parabola de seguranga, conforme
a figura abaixo.

9 l Alvo
n (x=d,y=H)
Vo
A H
AN
-
d

Logo, como o ponto (d, h)onde o alvo se encontra
deve pertencer a P.S. podemos escrever;

@notasitaime
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_v5 gx
29 2

2 dZ

r=dy=h=sh=20_95

29 2}

~ 2vigh = v§ — g*d?

~ vy —2ghvE — g?d* =0
Discriminante:
A=-(2gh)?-4-1-(-g*d?)

A =4g%(h* +d?)
Logo,
—(—2gh) + 2gVh? + d?
v2 = ( 9)2_19 +

- 08 = g[h VT @

LV = /g[h+\/m]

(Menor velocidade necessaria para atingir o
projétil)

Observagao: E importante lembrar que para atingir
o alvo o angulo deve ser ajustado adequadamente.
Como esse alvo pertence a P.S. existe apenas um
angulo de langamento que permite esse projétil
atingir esse alvo com essa velocidade minima.

Se nosso alvo se encontra sobre a P.S. 0 angulo
que permite ele acertar o alvo sera

v¢  glh+Vh? + d?] -

tanf =
gx gd
h+ V2 T d?
tan @ =T

0 20 X
Equacéo da parabola de seguranca:
Ve g
= - X2
2-g 2-V¢
Para g = 10 m/s’e V, = 20 m/s, vem:
20)? 10
Y = 20" _ X% =
2:(10) 2-(20)?
XZ
=20—-—
Y 80
Equagédo dareta r:
x =20
Resolvendo o sistema de equagdes, vem:
x2 2

Portanto, o ponto P procurado tem coordenadas
(x,y) = (20,15)e, portanto, estd a uma altura
h=y=15m.

Exemplo Resolvido 2: Um prédio de 25 andares
estd em chamas e, dadas as grandes proporgoes
do incéndio, o caminh&o do corpo de bombeiros s
consegue chegar a uma proximidade d = 20 m da
base do prédio. Se a agua desse esguicho &
langada com uma velocidade inicial vo = 20 m/s, 0
prof. Laerte pede que vocé determine a altura h da
janela mais alta, que poderé ser atingida pelo jato
d’agua. Despreze a altura inicial do jato d’agua,
admitindo que ele parte do solo e use g = 10 m/s%

Lo )

Exemplo Resolvido 3: Pedrinho quer chutar uma
bola de futebol por cima de um muro de altura h =
5 m, distante d = 20 mdo local onde se encontra
a bola. Sendo g = 10 m/s®, o prof. Laerte pede
que vocé determine a menor velocidade V,com
que deve chutar a bola para atingir o seu objetivo.

d

\,
FFITIIT 77 M PLLL S 7 s es
< L4

Resolugao: Determinaremos a velocidade minima
Vo com que Pedrinho devera chutar a bola para
que ela parta do ponto de coordenadas (0, 0) e
passe pelo ponto mais alto do muro, de
coordenadas (20, 5) no sistema de coordenadas
XY centrado na posi¢éo inicial a partir de onde a
bola é chutada.

@notasitaime
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py(m)

Parabola de
seguran

1 > x(m
'.20 0 20 L

a velocidade Vo minima com que a bola deve ser
chutada para atingir o ponto P, de coordenadas

v

(20, 5), é a velocidade Vo, associada a envoltdria X
(ps), que passa exatamente sobre o ponto P

pretendido. Assim, devemos impor a condico de Conclusao: O langamento obliquo de um projétil, nas
que uma parabola de seguranga passe pelo ponto proximidades da Terra, livre das influéncias do ar, é a

desejado (20, 5) e determinar a velocidade Vo
associada a essa parabola de seguranca.
Equagéo da parabola de seguranca (envoltéria):
_ Vs g Lembrando que na queda livre, a partir do
T 2-g 212 repouso, os deslocamentos escalares s&o obtidos
Condicao a ser satisfeita: através da expressio AS = = gt2, poderemos
x =20m=y=>5m. 2
Substituindo, vem:

combinagdo de um movimento retilineo uniforme com
uma queda livre.

-X%com g = 10m/s%;

analisar a combinagdo de movimentos referentes ao

VZ 10 langamento obliquo de um projétil.
=————.20>
20 2-V¢ Na figura abaixo, no primeiro segundo de movimento,
, enquanto o projétil se desloca de uma distancia d,
_ Vs 2000 sofre, simultaneamente, uma queda igual a AS, onde,
20 Vg para g = 10 m/s*, teremos:

100 - VZ = V& — 40.000 =

1
AS=E-1O~12=>AS:5m

V¢ — 100 - V2 — 40.000 = 0

100 + ,/(100)2 + 4.40.000
Vg = ‘/( 2) = 256,15 = ty

Vo = 16m/s
Portanto, a menor velocidade V;com que Pedrinho

devera chutar a bola para que ela caia do outro
lado do muro vale, aproximadamente, 16 m/s.

9. DICA DE OURO: TRATAMENTO GEOMETRICO T s t=2s t=3s D
. Quando um canhéo d|§par§| gm pl’OjetI’| Instante t(s) Des_lfacamento Queda Vertical (AS)

obliquamente, num local onde a influéncia do ar é Retilineo
desprezivel, se ndo houvesse a ag¢do da gravidade
seu movimento seria retilineo e uniforme segundo a 0 0 0
diregao do vetor-velocidade V.

No entanto, devido a atragdo exercida pela 1 d Sm
Terra, o projétil vai caindo @ medida que se translada,
de forma que, decorridos diversos intervalos de 2 2d 20m
tempo, ao invés de se encontrar nas posigdes A, B, C,
D o projétil encontrar-se-a, respectivamente, nas 3 3d 45m
posicdes A", B', C', D".

4 4d 80m

11
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Analogamente, poderemos calcular 0s
diversos valores de AS para os instantest=2s,t=3
s, t=4s, etc., construindo a tabela abaixo.

EXEMPLO 4: Determine o tempo de voo e o
alcance horizontal.

O movimento resultante é curvilineo e sua CAZ'PO
andlise é bastante complexa. Para estudar esse l
movimento € necessario decompd-lo em dois eixos

ortogonais.

O movimento geral de um projétil, num
campo gravitacional uniforme, € regido pelas
seguintes equagdes:

a= 3 = constante (eq1)

T T Resolugéo:
V=V,+gt (eq2) g.t?
A _ VO' t _ 2

t2 (eq3) cos(a+ ) cosa sinf

7_:=V0t+

NjQl

Uma interessante interpretacdo da equagao
eq3 é mostrada no diagrama de vetores da Figura, na APROFUNDAMENTOS
qual 0 movimento parabolico é interpretado como a
composicao de dois movimentos independentes: um A) Comprimento da trajetdria

MRU na diregéo de V;; uma queda livre, a partir do v

repouso, na direcdo da gravidade g.

Assim, em cada instante t, a superposi¢cdo (soma dy

vetorial) desses dois movimentos independentes @ |/ fdx j
dy

IR
fornece o vetor posigdo r do mével. y

3

X X
R

<!
o

O comprimento do elemento diferencial da

trajetéria (em vermelho na figura) é a hipotenusa de

g.t um tridngulo retdngulo cujos catetos tém
comprimentos dx e dy, respectivamente.

2
Jdx? +dy? = 1+(d_y) dx
dx

O comprimento total do caminho percorrido
pelo projétil &

<l

R d 2
L(@):] Ja 1 dy? = 1+(£) dx
0

R

2
9
L) = \/1+(— ngO529x+tan9) dx

0

Essa integral é da forma

1
V1 +udu =% u? +1 +§ln|u+\/uz—+1|

12
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0O arco seno hiperbdlico se define Na figura, mostra-se a area diferencial y - dx. A
area total encerrada entre a trajetdria e o eixo X é calculada
asinh(x) = In(x+vVx? + 1) mediante a integral definida.
A longitude do caminho é R R 1 g
A(6) = f y-dx = <xtan9 - —ﬁﬁ)dx
vgcos? @ (W o 2vicos? 6
0 0
L(9)=——f 1+u?du
Ug 1 1 g x3
— 42 __ R
—g A(Q)_ZX tand 2vicos? 6 3 lo
u=————x+tanf
vjcos® 6 1 1 Pe
- o A0) = 5R*tan 6 —5—9 "
Ao mudar a varigvel de x para u, mudam os limites da 2 2p3cos?g 3

integral. .

2v; . 3
AB) = — Bcos O
e Olimiteinferior se obtém para x = 0, isto ¢, para (6) =375z 5in" fcos
Uy =tan 6 i
C) A ELIPSE QUE UNE AS POSICOES DE ALTURA
e O limite superior se obtém para x = R, isto ¢, MAXIMA

ara u; = —tan 8 i
P 1 A altura maxima é alcangada quando v,, = 0, no

200520 (U instante t = vysinB/g. A posicdo (X, yi,) do projétil
vgcos~ O [* 0 m Ym
L) = g j Vi+urdu= nesse instante &
Uo
—tané 1 vg : vg a2
sicos? 0 | (5 VT +tan20 +5In| —tan6 + T+ ano] ) X =5 SIN@0) =5 sin” 6
g tan 6 1
- ( 7 Vittan®8+on|tand +y1+tan® 9|) Tendo em conta a relagéo trigonométrica
Tendo em conta que 1 + tan? @ = 1cos? @ 1 — cos(268) = 2sin? 6,
2 2 : ; 2 2
vicos“ O (sinf 1 1—sinf vy . vh
= BT P = — 20 =—(1- 20
L(®) g {cos2 0 + 2 n( cos 6 ) m 29 sin(26) Ym 49( cos(26))
1 1+sin6
- Eln (W)} Isolando sin(26) na primeira equagéo,
cos(26) na segunda, elevando ao quadrado e somando,
eliminamos o angulo 26.
vicos?@ sinf 1. 1-—sind x2 —b)? V2
L) = ——— {55+ 3G ) Xy Om =Dy =
g cos?f 2 “1+sinb 4b? b? 4g
Esta equacéo representa uma elipse centrada no ponto
(0, b) cujos semieixos séo 2b e b.
vécos? @ sinf  visinf
L(®) = g cos2 0 - g . Maximos de la trayectoria
N 1v3cos? 6 al 1+sin@
2 g n( cos @ )

vécos?f 1+sinf

L(®) = =——In

cos 6

B) AREA ENCERRADA PELA TRAJETORIA E O EIXO
HORIZONTAL X

Prof. Laerte Pereira

40 8 6 -4 =2 0 2 4 & 8 10

13
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D) Alcance méximo em geral

Vo
A v

Para uma situagdo como a da figura iremos
demonstrar adiante que o alcance maximo é dado por:

VoV
Ay = g
e ocorre quando 6 for tal que:
Vo
tgf = —
g v

Como v, < v, temos % < le da equagdo (2) tiramos
tgf < 1, 0que acarreta 6 < 45°.

Demonstragéo:

" - ind .
Na figura representamos os vetores vy e v a partir da
mesma origem R. Como

- g -
v=vytg-t

0 segmento ST tem modulo igual a g - t, em que té o
tempo gasto entre a posicdo inicial e a posicdo final.
Apliquemos a Lei dos Senos ao tridngulo RST:

gt v

senf  seng

Mas os angulos ¢ e 8 sdo complementares e, portanto,
seng = cos 6.

Substituindo na equagéo (3):

gt v
senf ~ cos@

Turma ITA - IME
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donde:

vsenf

(cosO)t =

Multiplicando os dois membros dessa equagdo por vy,

obtemos:
v,V sen
(v, cos O)t = "—B
N g
VD){
Vox = VyCOS O
logo:
vy - v -senf
Vox b= —————
9

Mas v, - t é o alcance A4; portanto:

Vo - v -senf
g

A

Para um dado h o valor de vesta determinado. Assim, como
vy, U € g séo fixos, 0 alcance sera maximo quando senf
for maximo, isto é:

senf = 1le f =90°

Portanto, o alcance méximo é dado por:

Mas, se B =90°, 6 + a = 90°, donde concluimos que
@ =ae y=40. Assim, do tridngulo retdngulo RST
tiramos:

cateto oposto Vg

~ Cateto adjacente v

Para o caso de alcance maximo, o tempo de voo pode ser
obtido aplicando-se o Teorema de Pitagoras ao tridngulo
retdngulo RST da figura:

(98)* = v§ +v?
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EXERCICIOS

1. Gael € um jovem que domina bem os fundamentos
do futebol. Chutando sua bola as 12 h, como
representa a figura 1, ele observa a sombra da
“pelota” projetada pelos raios do sol a pino, S1,
percorrer em linha reta o solo plano e horizontal.

raios solares as 12 h

s e
i < i %
Ve
figura 1 s

Chutando a bola as 18 h, como representa a figura 2,
ele observa a sombra da “pelota” projetada pelos raios
do sol poente, S2, percorrer em linha reta a parede
lateral de um prédio vertical.

raios solares as 18 h

'-"--"--"--"-":74)":::'-"'-'3‘
- =
i . e

figura 2

Desprezando-se a resisténcia do ar no movimento da
bola, é correto afirmar que Gael vé de sua posicao:;

a) S1 se afastar em movimento uniforme e S2 subir e
descer também em movimento uniforme.

b) S1 se afastar em movimento uniformemente
acelerado e S2 subir em movimento uniforme e descer
em movimento uniformemente acelerado.

c) S1 se afastar em movimento uniforme e S2 subir
em movimento uniformemente retardado e descer em
movimento uniformemente acelerado.

d) S1 se afastar em movimento uniformemente
acelerado e S2 subir em movimento uniformemente
retardado e descer em movimento uniformemente
acelerado.

e) S1 se afastar em movimento uniforme e S2 subir
em movimento uniformemente acelerado e descer em
movimento uniformemente retardado.

2. No esquema abaixo, duas garotas A e B
posicionadas nos locais indicados conseguem atingir,
chutando duas bolas, uma pequena lata posicionada
em um ponto P, equidistante das duas jovens.

Turma ITA - IME

5
As velocidades com que as bolas s&o disparadas, v,

e ;B, tém intensidades iguais, mas séo direcionadas
segundo angulos de tiro diferentes, respectivamente
6, e 85, de modo que a bola de A vai mais alto que a
de B.

g N
, \

Nesse contexto, 0 campo gravitacional é uniforme e a
resisténcia do ar pode ser ignorada. Sendo assim, é
necessariamente correto que:

Q

)0, = 0 = 45°
b) 8, = 60°e 8 = 30°
c)8, =53° e03—37

)
€) 6, + 65 = 90°

3. (EsPCEx-SP) Um pequeno balde contendo agua é
preso a um leve e inextensivel fio de comprimento L,
tal que L = 0,50 m, sendo afixado a uma altura (H)
de 1,0 mdo solo (), como mostra a figura. A medida
que o balde gira numa circunferéncia horizontal com
velocidade constante, gotas de agua que dele vazam
atingem o solo formando um circulo de raio R.
Considerando 10 m/s* o modulo da aceleragdo
devida a gravidade e 8 = 60°, o valor de Rsera, em
metros:

@notasitaime
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4. Uma roda de raio R gira uniformemente por uma
superficie horizontal, sem que haja deslizamento (veja
figura). Do ponto A da roda se desprende uma gota de
barro. Com que velocidade se move a roda, se a gota,
apds se deslocar no ar, volta a cair no mesmo ponto
A da roda, ap6s esta ter dado n voltas? Despreze a
resisténcia do ar.

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

5. (PERU) A figura mostra a trajetéria descrita por uma
bola de golfe que foi langcada obliquamente do ponto
P. Sabendo que a bola passa praticamente tocando o
topo da bandeira de altura he, em seguida, acerta o
ponto M, qual a méxima altura que a bola alcanga
durante o movimento?

......

P M
As distancias horizontais sdo: de P até a bandeira, b;

da bandeira até M, a.

Opcdes:

h

b+2a)?
a) (b+2a)
2ab

) (b+a)?
4ab

(2b+a)?
4ab

c) h

(b_a)z h
2ab

d)

(2b-a)?
2ab

e) h

6. Um projeétil é disparado obliquamente, formando um
angulo a com a horizontal, passando por uma altura
maxima de 20 m e atingindo um alcance A.
Duplicando-se 0 angulo de disparo, sem mudar a
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velocidade inicial de langamento, o projétil atinge o
mesmo alcance A. Determinar a altura méxima
atingida pelo projétil, nesse Ultimo disparo.

7. Quando langado em um angulo o com a horizontal,
um projétil cai a uma distancia a antes do alvo,
enquanto, quando langado em um angulo 3, ele cai a
uma distancia b apés o alvo. Qual o &ngulo © com o
qual ele deve ser langado para que atinja o alvo?

8. Determine a velocidade horizontal com que deve
ser arremessada uma pedra, a partir de uma altura h
acima do pé de uma rampa, a fim de que a pedra
colida com a rampa perpendicularmente a sua
superficie, cuja inclinagdo em relagao a horizontal vale
a. A gravidade local vale g.

Vo
<_Q“
:
:
I h
|
|
|

(0

v

9. Um cagador mira sua arma exatamente na dire¢éo
em que se encontra um macaco, apoiado num galho
de arvore, como mostra a figura, numa regido onde a
aceleragéo da gravidade vale g = 10 m/s. No exato
momento do disparo, 0 macaco se solta devido ao
susto e passa a cair em queda livre vertical. Sendo
d=12m e h =16 m, determine se o projéti
atingird 0 macaco nos seguintes casos:

a) o projétil é disparado com uma velocidade v,
100 m/s;

b) o projétil & disparado com uma velocidade v,
10 m/s.

Vo

@notasitaime
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10. Dois langadores A e B, localizados num solo
horizontal a uma distancia D entre si, disparam
simultaneamente projéteis num mesmo plano vertical
com velocidades iguais a V, e Vz que formam
respectivamente inclinagdes a e fcom o solo
horizontal. Sabendo que a gravidade local vale g:

a) Determine uma relagdo entre V,, Vg, a € B
necessaria para que os projéteis sempre colidam
entre si;

b) A relagdo determinada no item anterior é
necessaria, mas nao suficiente para que os projéteis
sempre colidam. Que condigdo adicional deve
satisfazer a distancia D que separa os langadores a
fim de garantir que os projéteis sempre colidirdo?

11. Um langador dispara projéteis a partir da base O
de uma rampa inclinada que forma um éngulo  com
a horizontal como na figura. Os projéteis sao
disparados com velocidade u que formam um angulo
a com a horizontal. A gravidade local vale g.

Campol g

a) Determine o tempo de vOo desse projéti;

b) Determine o alcance OP do projétil ao longo da
rampa;

c) Dado o valor de B, para qual valor de a esse alcance
OP sera maximo?

d) Determine o alcance maximo atingido ao longo da
rampa.

12. Um langador dispara projéteis do topo O de uma
rampa inclinada que forma um angulo f com a

Turma ITA - IME

horizontal como na figura. Os projéteis s&o disparados
com velocidade u que formam um angulo a com a
horizontal. A gravidade local vale g.

a) Determine o tempo de vbo desse projétil;

b) Determine o alcance OP do projétil ao longo da
rampa;

¢) Dado o valor de B, para qual valor de a esse alcance
OP serd maximo?

d) Determine o alcance maximo atingido ao longo da
rampa.

13. Um gafanhoto deseja saltar por cima de um tronco
de arvore cilindrico que se encontra apoiado no solo.
Se a gravidade local vale g e o raio da seccéo
transversal circular vale R, qual a velocidade minima
para o salto do gafanhoto Ihe permitira galgar o tronco
de arvore?

3

14. O tridngulo ABC mostrado na figura, cujos angulos
das bases valem a e f, esta localizado num plano
vertical. Seja 8 o angulo segundo o qual deve ser
langado um projétil a partir do vértice A a fim de que
sua trajetdria passe pelo vértice C e atinja o solo no
ponto B. Determine tg6.

@notasitaime
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15. Afigura mostra a secgéo transversal de um prisma
reto de base hexagonal regular deitado sobre um solo
horizontal. Um projétil langado a partir do solo
descreve uma trajetoria parabdlica que tangencia
quatro dos seis vértices da secgdo transversal
hexagonal de lado c. Se a gravidade local vale g,
determine:

a) a tangente de a, onde a é o angulo de disparo do
projétil;

b) o alcance horizontal atingido pelo projétil.

16. Duas particulas s&o langadas horizontalmente de
um penhasco, a uma grande altitude, com velocidades
v, € v,de mesma diregdo e sentidos opostos. Se a
gravidade local vale g, determine a distancia entre as
particulas no instante em que suas velocidades forem
perpendiculares entre si.

17. (INDIA) Se, em algum ponto da trajetoria
parabdlica de um projétil, a velocidade é u e a direcao
do movimento faz um &ngulo 6 com a horizontal,
prove que a particula estara se movendo em angulo
reto em relagdo a sua diregdo anterior apés um
intervalo de tempo

u

t= :
gsinf

18. (INDIA) Duas particulas movem-se em um campo
gravitacional uniforme com acelerag@o g. No instante
inicial, as particulas estavam localizadas em um
mesmo ponto e moviam-se com velocidades v, =
3,0ms™'e v, = 4,0 msthorizontalmente em
diregdes opostas. Determine a disténcia entre as
particulas no instante em que seus vetores velocidade
se tornam mutuamente perpendiculares.
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19. Duas particulas s&o langadas horizontalmente de
um penhasco, a uma grande altitude, com velocidades
v, e v, de mesma diregéo e sentidos opostos. Se a
gravidade local vale g, determine a distancia entre as
particulas no instante em que suas velocidades forem
perpendiculares entre si.

20. (INDIA) Trés particulas s&o langadas
obliquamente a partir de um mesmo ponto, num
mesmo plano vertical, com velocidades de disparo
iguais a u, v e w e inclinagbes com a horizontal
respectivamente iguais a a, Be y. Mostre que a
condicdo para que as trés particulas se movam
alinhadas em qualquer instante é que:

sen(y — ) 4 sen(a —vy) 4 sen(f —a)
u v w -

0

21. Um canhéo situado ao nivel do mar dispara
projéteis com velocidade u numa dire¢éo que forma
um angulo a com a horizontal contra navios piratas
que se aproximam da costa, atingindo um alcance
horizontal A num local onde a gravidade vale g. Se o
canh&o for montado sobre uma plataforma de altura
h, nas mesmas condigbes de disparo iniciais, qual
acréscimo AA serd obtido no alcance dos projéteis
disparados?

22. De um ponto A, ddo-se dois tiros de canhdo, com
velocidades diferentes. No primeiro tiro, aponta-se o
canh&o para o ponto C no alto da torre e atinge-se a
sua base B ap6s o tempo t1. No segundo tiro, dobra-
se 0 angulo de disparo e atinge-se o ponto C no topo
da torre ap6s o tempo t2. Se a gravidade local vale g,
determine a distancia AB do canh&o até a base da
torre.

23. Uma particula foi disparada horizontalmente com
velocidade de intensidade vo = 30 m/s a partir do ponto
O de um plano inclinado de 53¢ em relagdo a
horizontal, conforme ilustra a figura. No local, efeito do
ar é desprezivel e adota-se g = 10 m/s2. O referencial

@notasitaime
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Oxy indicado, com origem no ponto O, foi utilizado na
observagao do voo balistico da particula.

|

Adotando-se sen53¢ = cos37° = 0,8 e cos53° = sen37°
= 0,6, pede-se determinar:

a) o valor da altura maxima D da particula em relagao
a superficie do plano inclinado;

b) o alcance OB atingido pela particula.

24. Um projétil é langado do topo de uma grande
rampa de inclinagdo 60° com a horizontal. Se a
velocidade inicial de langamento vale Vo= 20 m/s e
forma um &ngulo a = 30° com a rampa, o prof. Laerte
Pereira pede que vocé determine, respectivamente, o
tempo que o projétil leva até se chocar com a rampa,
bem como a que distancia do ponto de langamento
ocorreu o impacto. Use g = 10 m/s%

Vo
o g

Laerte Pereira

60°,

25. Uma bolinha de ago é langada de um ponto P de
uma rampa inclinada de a em relagdo & horizontal,
com velocidade inicial vo, que forma um angulo 6 com
a horizontal. Calcule a distancia do ponto P ao ponto
Q, onde a bolinha colide com a rampa. Despreze
influéncias do ar e considere

g=10m/s?,
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vo=12m/s,

a=30°e 6 =60°

26. (Enem) A figura foi extraida de um antigo jogo para
computadores, chamado Bang! Bang!

@notasitaime

No jogo, dois competidores controlam os canhdes A e
B, disparando balas alternadamente com o objetivo de
atingir o canh&o do adversario; para isso, atribuem
valores estimados para 0 médulo da velocidade inicial
de disparo (|v,|) € para o angulo de disparo (6)

Em determinado momento de uma partida, o
competidor B deve disparar; ele sabe que a bala
disparada  anteriormente, 6 = 53°,  passou
tangenciando o ponto P. No jogo, |g| é igual a 10 m/s
2, Considere sen53°=10,8, cos53°=0,6 e
desprezivel a agdo de forcas dissipativas.

Disponivel em: http://mebdownloads.butzke.net.br. Acesso
em: 18 abr. 2015 (adaptado).

Com base nas distancias dadas e mantendo o Ultimo
angulo de disparo, qual deveria  ser,
aproximadamente, o menor valor de |v,| que
permitiria ao disparo efetuado pelo canhdo B atingir o
canhdo A?

a) 30 m/s.
b) 35 m/s.
c) 40 m/s.
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d) 45m/s.
e) 50 m/s.

27. Um prédio de 25 andares estd em chamas e,
dadas as grandes proporgdes do incéndio, o
caminh&o do corpo de bombeiros sé consegue chegar
a uma proximidade d = 20 m da base do prédio. Se a
agua desse esguicho é langada com uma velocidade
inicial vo = 20 m/s, o prof. Laerte pede que vocé
determine a altura h da janela mais alta, que podera
ser atingida pelo jato d'dgua. Despreze a altura inicial
do jato d'agua, admitindo que ele parte do solo e use
g=10m.s2

28. Pedrinho quer chutar uma bola de futebol por cima
de um muro de altura h = 5 m, distante d = 20 m do
local onde se encontra a bola. Sendo g = 10 m/s?, o
prof. Laerte pede que vocé determine a menor
velocidade Vo com que deve chutar a bola para atingir
0 seu objetivo.

29. Deseja-se arremessar uma pedra do topo de uma
colina mostrada a figura com velocidade inicial Vo
=6v/5m/s a fim de que ela caia o mais longe
possivel do ponto de langamento. Se a gravidade local
vale g = 10 m/s?, determine:

a) 0 ngulo de inclinag&o a com que a pedra deve ser
arremessada.

b) a distancia entre o langador e o ponto da colina
mais distante que pode ser atingido.
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30. Em uma praca existe uma fonte muito
interessante. Ela tem o formato de um hemisfério de
raio bem pequeno, preenchida de varios furos, de tal
forma que possa langar agua para todos os lados de
maneira aproximadamente uniforme. A fonte é
alimentada por uma bomba e a 4gua que sai da fonte,
por todos os seus furos, tem velocidade v. A
aceleracdo local da gravidade € dada por g.

(@) Qual a altura maxima H atingida por um jato de
agua?

(b) Qual o raio r que deve ser isolado da fonte para
que pedestres ndo se molhem?

(c) Qual é o formato geométrico definido pelo
conjunto de todos os jatos de &gua langados pela
fonte? Esses pontos estdo delimitados pela linha
tracejada da figura.

31. As provas do detonador de uma granada efetuam-
se no centro do fundo de um pogo cilindrico de
profundidade H. Os estilhagos da granada, produzidos
pela explosdo e cujas velocidades n&do ultrapassam
Vo, Nd0 devem cair na superficie da Terra. Qual
devera ser o diametro minimo D do pogo?

32. Uma particula é langada obliquamente e descreve
um movimento parabdlico, sem resisténcia do ar. No
momento do langamento dessa particula, o vetor
velocidade (vo) faz o &ngulo 8 com a horizontal e,
ao atingir a altura maxima de sua trajetéria, o vetor

posicdo (H) da particula faz um angulo o com essa
mesma horizontal, conforme ilustra figura a seguir:

@notasitaime
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SuperProfessor®

T

Nessas condigdes, a raz&o entre as tangentes de 6

e a,m. vale

tga

33. (H. Moysés) Uma mangueira, com o bicoa 1,5 m
acima do solo, é apontada para cima, segundo um
angulo de 30° com o chao. O jato de agua atinge um
canteiro a 15 m de distancia.

a) Com que velocidade o jato sai da mangueira?
b) Que altura ele atinge?

34. (H. Moysés) Num jogo de vdlei, desde uma
distancia de 14,5 m da rede, é dado um saque do tipo
‘jornada nas estrelas”. A bola sobe a 20 m acima da
altura de langamento, e desce até a altura do
langamento num ponto do campo adversério situado
a1 mdarede e 8 m & esquerda do langamento.

a) Em que angulo a bola foi langada?

b) Com que velocidade (em km/h) volta a atingir a
altura do langamento?

c¢)Quanto tempo decorre neste percurso?

35. (H. Moysés) Demonstre o resultado de Galileu
enunciado na Sec. 3.6, mostrando que, para uma
dada velocidade inicial v,, um projétil pode atingir o
mesmo alcance Apara dois angulos de elevagao
diferentes, 6 = 45° + & e 8 = 45° — §, contanto
que A ndo ultrapasse o alcance maximo A4,, =
v /g. Calcule § em fungéo de v, e A.

36. (H. Moysés) Generalize o resultado do problema
anterior, mostrando que um projétil langado do chao
com velocidade inicial v, pode atingir um ponto
situado a distancia x e a altura ypara dois angulos de
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elevagdo diferentes, contanto que o ponto
(x, y)esteja abaixo da “parabola de seguranga”

1 x2
y=3(Mn-7)
onde A4,,, é o alcance maximo.

37. (H. Moysés) Um canhéo langa um projétil por cima
de uma montanha de altura h, de forma a passar
quase tangenciando o cume C no ponto mais alto de
sua trajetoria. A distancia horizontal entre o canhéo e
0 cume é R. Atras da montanha ha uma depresséo de
profundidade d. Determine a distancia horizontal
entre o ponto de langamento O e o ponto P onde o
projétil atinge o solo, em fungédo de R, d e h.

C

38. (PERU) Na posigdo A, a esfera é langada com
uma rapidez v, = 20 m/se observa-se que ela

colide com o muro com uma rapidez de 8v'5 m/s.
Determine h. (g = 10 m/s?)

39. (PERU) Um objeto é langado obliquamente com
uma rapidez de 100 m/s; determine o tempo que
decorre desde o instante em que é langado até o
instante em que adquire uma velocidade de médulo
202 m/s, a qual forma um &ngulo de 98° com a
velocidade de langamento. (g = 10 m/sz)

40. (PERU) Na figura, mostra-se uma pequena esfera
que é langada com certa velocidade v, e, depois de 7
s, entra limpamente no buraco. Determine v,. (g =

10 m/s®)
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41.(PERU)  Dois  projéteis s3o langados
simultaneamente de A e B. S&o mostradas suas
trajetorias e o local onde colidem. Determine H. (g =
10 m/s?)

42.(PERU) Uma bolinha é langada com v, =
50 m/se colide elasticamente com a parede,
realizando 0 movimento parabolico antes e depois da
colisdo. Calcule o angulo de langamento 6.
(Despreze a duragdo da colisao).

B o wiad X
o SN
&
e
; :@ o

5 -
g
*
g i
B E

43. (PERU) Na figura, mostra-se o langamento de
uma particula e, ao desprezar a resisténcia do ar, a

equagao da trajetoria que ela descreve é dada por
2

X
Y=*"70
Determine a menor rapidez que a particula adquire.
(g = 10 m/s*)’
AY(m) 13
P "\\n'ay:cwna
g % J
“X (m)
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44 (PERU)  Dois  projéteis sdo  langados
simultaneamente e com a mesma rapidez, conforme
mostrado. Determine a menor separagao entre eles.

lg
Vo Vo

45. Um projétil move-se sob a agdo da forca da
gravidade e da resisténcia do ar, que € proporcional a
sua velocidade. Para pequenas distancias e
considerando pequena a resisténcia do ar,
determinar:

A) Um termo a mais no desenvolvimento

1 bg

T 30,3
3mvg,

Vzo 1 g 2
zZ=—X >
Vxo 2V,

3

que nos da a posi¢do na direcdo do eixo Z.
B) Um termo a mais no desenvolvimento

_ 200V 8bVUy
Xmax = -

g 3mg?

que nos dé o alcance méximo do projétil na horizontal.

46. Um projétil é langado obliquamente de um terreno
plano e horizontal, com velocidade inicial de madulo
igual a 30 m/s, atingindo uma altura maxima de 25 m.
Despreze as influéncias do ar e considere:

g = 10 m/s?

a) Calcule o médulo da minima velocidade atingida
pelo projétil durante seu movimento livre.

b) Uma circunferéncia tem o mesmo raio de curvatura
em qualquer um de seus pontos. Uma parabola,
entretanto, tem raio de curvatura variavel. Calcule o
raio de curvatura da trajetoria do projétil, no ponto de
altura maxima.

47.Um corpo de massa m € langado obliquamente de
uma superficie plana e horizontal, com velocidade
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inicial v, inclinada de 6 em relagdo a horizontal.

Suponha que, além do peso, atue no corpo uma
-

(Gnica) outra forca F, horizontal e constante, no

sentido da componente horizontal de 1_50. Sendo 5 0
campo gravitacional, mostre que o alcance horizontal
(A)desse corpo é dado por:

v F.tgo

A= - sen20 (1+—)
g mg

48. Do alto de um forte, um canh&o langa uma bala

I
com velocidade inicial v, inclinada de 6 em relagéo
a horizontal. Desprezando influéncias do ar e sendo g
a intensidade do campo gravitacional:

0 Agqua rox

A >

a) determine, em fungéo de vy, g e h, 0 &ngulo 9y,
para que 0 alcance horizontal A seja maximo;

b) calcule o angulo 6,, considerando v, = 100 m/
s, g = 10 m/s’e h = 200 m.

49. Uma particula com carga positiva g e massa m é
liberada do repouso em um campo elétrico uniforme
E orientado ao longo do eixo x, conforme a figura
abaixo. Descreva 0 movimento da particula
desprezando a a¢do do campo gravitacional que atua
sobre a particula.

E

+ + + + + + -+
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50. O campo elétrico entre duas placas de um
capacitor plano carregados com cargas opostas é
aproximadamente uniforme de modulo igual a E.
Considere que um elétron de carga —e € massa m €
lancado horizontalmente neste campo com uma
velocidade inicial v,. Despreze a agdo do campo
gravitacional que atua sobre a particula. O professor
Laerte pede que vocé descreva o movimento
subsequente da particula.

I_ - - - - — -
Eﬁ’ x X
== ; E
Fr=qE t ___________________________ Pxy)
Y "
F + + f + +* +

51. Uma particula é langada obliquamente com um
angulo 6 em relagdo a horizontal em ponto cujas
coordenadas iguais (x = 0 ey = 0)no interior de
um campo elétrico uniforme vertical de médulo igual a

5
|E|com uma velocidade inicial igual a v,. Sabendo
que a particula esta carregada com uma carga elétrica
+g e massa m, desprezando a a¢do do campo
gravitacional que atua sobre a particula, o professor
Laerte pede que vocé determine:

a) o alcance da particula no interior das placas ao
retornar para a posi¢éo y = 0;

b) a altura mé&xima atingida pela particula no interior
das placas;

=+ 4+ + + + + ]

A
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Voo balistico:
GABARITO
1. Resposta: ¢ ?
2. Resposta: e

3.

Vendo a situagdo proposta do ponto de fixagdo do

tgh = LEN tgh = Fep tgf = mv?/r péndulo cdnico ao lado: Teorema de Pitagoras:
Ty 14 mg
R? =71% 4 d?
2 2
v? 10v3 R? = (‘/§> N (\/E
tg60° = > 2 =3 —— “\s T4
g N 7
Z 10
Da qual:
V21
R=——m
30 4
v= |—m/s
4 Resposta: d
4. Seja A o ponto extremo esquerdo da roda, de onde
L se soltara a gota de barro, e C o centro dela. Conforme
mostrado na Figura, ao se soltar, a gota de barro tera
v velocidades V Te V —, onde V — é a velocidade de
b v translagao do centro C da roda. Assim, a gota de barro
” permanecera na mesma vertical do ponto A durante
todo o movimento parabdlico, visto que ambos
A compartilham da mesma velocidade horizontal V' —
yi em relagao a Terra.
? ‘:‘ A condi¢ao para que a gota de barro caia exatamente
d sobre o ponto A, ap6s a roda ter dado n voltas, é que
H— o0 tempo gasto pela gota em seu movimento vertical
cosf = 2y ida e volta seja 0 mesmo tempo que a roda leva para
L percorrer a distancia horizontal D =n-2-mw-R. 0O
., L0-y tempo gasto na vertical vale:
cos60° = 050
’ Tt = V /g (subida) + V /g (descida) = 2V /g
025=10—-y A .
O tempo gasto para percorrer a distancia horizontal D
y=0,75m vale

24
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Thor =D/v=n-2-mw-R/V. Igualando esses
tempos, temos:

2V n-2-mw-R

TvenzThorzjo:
v=yn-m-R-g

5. Tomemos o solo como eixo x, com origem em P.
A trajetéria é parabdlica e podemos escrevé-la como

y(x) = Ax* + Bx

pois em Ptemos x = 0,y = 0(logo ndo h& termo
constante).

Os dados geométricos do enunciado:

e A bola passa pelo topo da bandeira: ponto
(b, h);

e Abolacaiem M: ponto (b + a, 0).
Logo:
1) Passar por (b, h):
h = Ab* + Bb
2) Passar por (b + a, 0):

0=A(b+a)*+B(b+a)

Determinar Ae Bem fungdo de a, b, h
Da equacédo (2):
Ab+a)*+B(b+a)=0
Seb+a=#0,
Ab+a)+B=0=B=—-A(b+a)
Substitua (3) em (1):
h = Ab* + bB = Ab? + b[—-A(b + a)]

h = Ab? — Ab(b + a) = A[b? — b(b + a)]
= A[b? — b? — ab]

h=A(-ab) =

h

A=——
ab

Entao, de (3):

B=—A(b+a)=£(b+a)

25
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Altura maxima da trajetéria

A parabola y(x) = Ax? + Bx tem vértice em

B

XUZ—ﬂ

Substituindo A e B:

h h
@bt gpbta) bia

X, = =
BEICT R

Ou seja, o vértice esta no ponto médio entre P e M,
como esperado.

A altura méaxima é

Ymax = Y(xy) = Axg + Bx,

b+ a\? b+a
ym“"zA( 2 )+B( 2 )

2 2
Repare que (M—“) = &0

2

, entdo:

(b+a)2+Bb+a
4 2

Yimax = A

b+
Fatorando Ta:

b+ap b+a

Inax =5~ [477 48]

Mas

b+a
2

AT+ B =2A(b+a)+B.

Usando B = —A(b + a):

1 1
5AG+a) +B=2A(b +a)~A(b +a)
1
= —2A(b +a)

Logo,

b+ay 1

A(b + a)2
ymax=T 2A(b+a)]=——

4

Substituindo 4 = — =
ab

_ (ab)(b+a)* (b+a)? L
Ymax = — 4 - 4ab

Comparando com as alternativas

_(b+a)?

ymax - 4ab h‘
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Portanto, a alternativa correta é a letra b).

6. Alcance de um langamento obliquo em terreno
horizontal:

a0

sen(2a)

Se dois projéteis s&o langados da mesma posicéo,
com a mesma velocidade inicial V,, formando &ngulos
ae f(com a > ), os alcances s&o:

(Vo)? (Vo)?

A, = sen(2a), Ag =

.sen(2p)

Condicao para alcances iguais:

o)” sen(2a) = (V;)Z .sen(2p)

= sen(2a) = sen(2f)

Aa=A/3=>

Da igualdade de senos:

e Solugdo 1: 2a = 28 = a = B(ndo serve
aqui);

e Soluggo2:2a +25 =180"=>a+f =
90°.

Logo, para alcances iguais, os angulos devem ser
complementares:

a+p=90°
No problema, os angulos séo ae 2a; portanto:
a+2a=90"=
3a =90° =
a =30°2a = 60°
Altura méxima de um langamento obliquo:

(Vo)?
Hypgr = % (send)?

Para o primeiro disparo (6 = a = 30°):

(Vo)?

20 = n30°)?
7 (130"

WP N ) 1 ()P
0= 29 (E) a 4

29 4 8g
(V)2 = 20 - 8g = 160g

Para o segundo disparo (6 = 2a = 60°):

Turma ITA - IME

2
, (Vo)? o2 160g (V3
Hmax Zg (\se 60) —? 7
=80 3 =60
= 3 = m

Resposta:

7. Seja d a distancia do langador ao alvo visado.
Quando langado em um angulo a com a horizontal,
um projétil cai a uma distancia a antes do alvo:

(Vo)?

sen(2a) =d —a (eql)

Quando langado em um angulo B, ele cai a uma
distancia b ap6s o alvo:

(V)?

sen(2B) =d+b (eq2)

Qual 0 @ngulo 8 com o qual ele deve ser langado para
que atinja 0 alvo?

(V,)? ~
7.sen(20) =d (eqd)

De (eq1) e (eq3), vem:

%.sen(ze) - (Vo)

sen(2a) =a

De eq2 e eq3, vem:

V0 ooy - O

sen(260) =b  (eqd)
Dividindo eq4 e eg5, membro a membro, vem:

(Vp)?
# (sen26 — sen2a) a

=—>
2
% (sen2f — sen2f) b

sen26 — sen2a _a
sen2f —sen26 b

asen2f + bsen2«

sen20 =
a+b

8. Para que a velocidade da pedra, ao colidir com a
rampa, seja perpendicular a rampa, devemos ter:

V. T,
=25V, = V.cotga

tana = —
bW
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A componente vertical da velocidade varia
linearmente com o tempo (MUV), com aceleragéo
a = g. Assim:

V, =Voy + gt =

Vy.cotga = 0 + gt =

- V,cotga
9

Durante esse tempo t de queda, a pedra sofre um
deslocamento horizontal x em MRU, tal que:

V,cotga
x = Vot = Vy— LN
Vécotga
X =
g

Simultaneamente, durante esse tempo t de queda, a
pedra sofre um deslocamento vertical h tal que:

hod,E® g(VO . cotgoz)2 -
2 2 g

Vecotg*a
h = 29 (eq4)
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Da Figura, vemos que tga = y/x, portanto y = x -
tga. Adicionalmente, temos:
Vicotg’ar _h

h=H -1
y+ =x-lga + 29

VZcotg®a
pog e

V{écotga t
ga 29

V¢ (2+cotg’ar) = 2gH =

2gH
2 + cotg®a

9. a) Se o projétil for disparado com velocidade V, =
100 m/s, em quanto tempo ele acertard o macaco?
Esse calculo é mais simples quando executado no
referencial em queda livre (gravidade desligada).
Nesse referencial, o projétil se desloca em MRU na
direcdo exata do macaco e percorre apenas a
hipotenusa de comprimento D até atingir o animal.
Nesse caso, teremos:

D_\/dz+hz_\/122+162 20m

t=V0— VO 100 02s

T100m/s

Entretanto, como dissemos, a Unica forma de o
macaco escapar do tiro é se
ele chegar ao solo antes de ser alvejado, ou seja,
antes do instante t = 0,2 s.

Ora, no referencial da Terra, 0 macaco executa uma

queda livre. 0 tempo de
queda do macaco é dado por:
t2 10 - t2
n=Lls16=" s, =178

Assim, como 0,2's < 1,78 s, vemos que 0 macaco
ainda estara caindo no instante t = 0,2 s, portanto, 0
macaco seré alvejado pela bala.

b) Se o projétil for disparado com velocidade V, =
10 m/s, em quanto tempo ele acertard o macaco?
No referencial em queda livre, o projétil se desloca em
trajetoria retilinea em MRU na dire¢do exata do
macaco € percorre apenas a hipotenusa de
comprimento D até atingir o animal. Nesse caso,
teremos:

25m

r_D_Vﬂ+hZ_dﬂr+m2_
B "~ 10m/s

Vv,V 10
=25s

Entretanto, como dissemos, a unica forma de o
macaco escapar do tiro é se ele chegar ao solo antes
de ser alvejado, ou seja, antes do instante t = 2,5 s.
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Ora, como 2,5 s é maior do que o tempo de queda do
macaco (2,5s > 1,78s), vemos que 0 macaco ja
tera chegado ao solo no instante t =2,5s e,
portanto, a trajetéria parabdlica seguida pelo projétil
(em relac&o & Terra) atingira o solo antes de chegar
ao macaco, levando o projétil ao repouso. Nesse
caso, 0 macaco escapa de ser alvejado.

Chamo a atencéo do leitor para o fato de que essa
estratégia de usar o referencial em queda livre para
“desligar a gravidade” sé da o efeito desejado quando
esse referencial inicia a sua queda juntamente com os
corpos da quest&o, a fim de que o tempo de queda At

1 A .
em> gAt? sejaigual para todos. Para isso, 0s corpos,

por sua vez, precisam iniciar seus movimentos no
campo gravitacional uniforme simultaneamente. Em
problemas em que os projéteis ndo foram disparados
simultaneamente, ndo ha como “desligar a gravidade
do problema”.

10. a) Conforme a resolugdo da questdo 9, no
referencial em queda livre (ou seja, desligando a
gravidade), os projéteis descrevem trajetdrias
retilineas em MRU e, portanto, para que eles sempre
colidam, as distancias percorridas por cada um devem
satisfazer a lei dos senos:

Vit Vy-t

=—— > V,sena = V,ysen eq1
senB  sena  ASNE T Vo B (eah)

Essa condi¢do eq1 equivale a igualar as componentes
verticais das velocidades de langamento dos projéteis,
0 que faz sentido. Afinal, se essas componentes
verticais forem iguais, o0s projéteis estardo
necessariamente na mesma altura, em qualquer
instante, 0 que é uma condigdo necessaria para
que eles sempre colidam, mas néo é suficiente.

b) Para que a colis3o entre os projéteis ocorra
efetivamente, ela deve acontecer antes de eles
cairem no solo (obviamente © ). Em suma, o instante
da coliséo deve ser anterior ao instante em que os
projéteis chegam ao solo. O instante t da colis&o pode
ser determinado estudando as componentes
horizontais dos movimentos uniformes de cada
projétil:

Vy-cosa-t+Vgcosf-t=D

D
== Vacosa+Vpgcosf (eq2)
O tempo de permanéncia no ar (Ty,) dos projéteis é
0 mesmo, devido a condigdo ja imposta pela relacéo
eql. Ele vale:

TVoo — Z'VAg-sena — 2-Vg-senf (eq3)
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Assim, para que a colisdo entre os projéteis ocorra
enquanto eles ainda estejam no ar, devemos ter:
D 2-Vysena

t < Tye = <
v Vycosa + Vgcos g

2V sena - (V4cos a + Vgcos )
D < g

1.

a) O projétil tem uma componente de velocidade
u.cos(a — ) na direcdo da rampa e u.sen(a —
B)na diregdo normal a rampa. As componentes da
aceleragdo da gravidade s&o g.senf ao longo da
rampa € g.cos 8 na direcdo normal a rampa. Para
determinar o tempo de vbo, podemos escrever na
dire¢do normal a rampa:

V=V0+a.t
0 =usen(a —B) — g.cosB.t =

_usen(a — f)
b= g.cosf

2u.sen(a—pB)

=ty = 2t = g.cosf

b) Ao longo da diregao da rampa, o projétil executa um
MRUV com velocidade inicial u.cos(a — B)sendo
retardado pela componente da aceleragdo da
gravidade g.senpf. Assim, o alcance OP ao longo da
rampa é dado por:

a 2
OP = Vp. tyso + E (tvso)

- _ 2
OP =wu COS((X _ B) 2u.sen(a—p) _ g.senf (Zu.sen(a ﬁ))

g.cosfB 2 g.cosp
OP
_u? (sen(a —B).cos(a — f).cos f_sen?(a — B).senﬁ)
Ty cos?p cos?f8
OP = % [cos B.cos(a — B) — senB.sen(a
- Bl
_ 2u’sen(a — )
OP —W-cos(ﬁ+a—ﬁ)
- OP = 2u?sen(a—pB)-cos a

gcos? B

c) Para que OP seja maximo devemos maximizar a
fung@o trigonométrica:
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F(a) =sen(a — fB).cosa
(eq2)

Note que B € um angulo fornecido no problema,
portanto, € uma constante. Queremos achar o valor
de a para que a fun¢do F(a) acima assuma seu valor
méximo. Fazendo 8, = a — e 8, = a, a fungéo
F(a) pode ser reescrita como:

F =send;.cosf,,com (6, —0,)=a—pB —a =

—f = constante.
Da trigonometria, a fungdo F pode ser reescrita como:

1
F =senf;cos b, = 5 [sen(8; + 6,) +sen(6; — 6,)]

Entretanto, sendo (6, — 6,) = constante, podemos
escrever:

1
F= > [sen(8, + 6,) + constante]
Assim, para que F seja maxima, sen(6; + 8,)deve
ser maximo, portanto:
0,+6,=90"=2a—-L+a=90"=
_B o
a=7-+ 45 (eq3)

d) Determinaremos o valor maximo do alcance OP
encontrado no item b, que ocorre para angulo de
disparo a dado pela relagdo eq3. Analisando
primeiramente a parte trigonométrica da relagéo eq1,
vem:

sen(a — B).cosa  sen(90° — @).cosa  cos’a
- cos? B - cos? B " cos?

Usando que

1+cos 2
cos(2a) = 2.cos?a —1 = cos?a = %, vem:

cos?a 14cos2a 1+ cos(B +90°)
~ Cos? B ~ "2cos? B - 2cos? B
_ 1-—senp
T 2.(1 —sen2B)
1

2 (1 +senp)

Assim, o valor méximo do alcance OP é dado por:

2u?sen(a — f).cosa  2u? 1
OPpax = — - =22
g cos? B g 2.(1+senp)
uZ
= OPrmax = g.-(1+senpB)

12

13. A ftrajetéria do gafanhoto é uma parabola que
tangencia o tronco em dois pontos B e B* simétricos
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em relag&o ao eixo vertical que passa pelo centro da
seccdo circular. Até agora ndo sabemos nada sobre
esses dois pontos B e B*. Eles podem ou nao coincidir
com o ponto E no topo do tronco.

O gafanhoto salta do ponto A com velocidade inicial
V,fazendo um angulo a com a horizontal. Nos pontos
de tangéncia B e B*, o gafanhoto tem
velocidade V fazendo um angulo 8 com a horizontal.

No ponto B, a componente vertical da velocidade vale:
Vg-senf=g-t, (eql)

onde t,& o tempo de vdo para o trecho BC (C é o
ponto mais alto da trajetéria parabdlica). O
correspondente deslocamento horizontal BF vale:

Vg -cosf-t, =R -senf

C

B f3 . B*

VA
(o '
A \ ] LA

Multiplicando-se eq1 e eg2, membro a membro,
obtemos:

2 _ g-R
B cosp

(eqd)

Da equacéo de Torricelli para a componente vertical
do movimento (MUV), do ponto A ao ponto B, temos:
Vz.sen’p = VzZ.sena — 2.g.R.(1 + cos )
VZ.senla =VZ.sen?f +2.g.R.(1+cosB) (eqd)

Como a componente horizontal da velocidade
permanece constante, podemos escrever:

(Vycos @)? = (Vgcos B)? =
VZ(1 —sen’a) = V2(1 —sen?B) (eqd)
Somando eg4 e eq5, vem:
VZ=V2+2.g.R.(1+cosB) (eqgb)

A relacdo eq6 poderia ter sido obtida diretamente,
sem fazer uso das relagdes eq4 e eqb, através da
conservagéo da energia mecanica entre as posigdes
A e B do movimento do gafanhoto. Como esse
assunto s sera abordado no volume 2 desta obra,
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optei por fazer uso apenas de recursos cinematicos
para a resolu¢éo do problema.

Substituindo eq3 em eq6, vem:

72 = g-R +2.g.R.(1+cosp)=
cosf
V2 = 2R (1+ o ) (eq7)
= 2Rg. cos
4 g 2cos f q

Para determinar o valor minimo da velocidade (em
eq7), devemos determinar o valor minimo da
expressao trigonométrica:

1
2cos 3

Y =cosf +
(eg8)

Para isso, podemos partir do fato de que qualquer
numero elevado ao quadrado & maior ou igual a zero.
Se isso & verdade para qualquer nimero, certamente
sera verdadeira a sentenga matematica abaixo:

1 2
( cosﬁ—\/TTﬁ> =0

- ()
(y/cosB 2. cosﬁ.m+ m >0

1 1 1
cosﬁ—Z.v—E+2cosﬁ =0 =>cosﬂ+2cosﬂ >\2
(eq9)

Assim, vimos que o valor minimo da expresséo
trigonométrica mostrada em eq8 vale V2, minimo
esse que é atingido exatamente no caso em que os
termos cos 8 e 1/(2. cos [5)séo iguais entre si, ou
seja:

V2
cosf = :cos,8=7:>ﬁ=45°

2cos B

Substituindo o valor 8 = 45°em eq7, encontramos:

Vamin = /2Rg. (1++2)

A expresséo acima fornece a velocidade minima que
0 gafanhoto deve ter para conseguir saltar o tronco
cilindrico.

14.
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X R—-X

O alcance horizontal R atingido pelo projétil vale:
V2

AB=R= ) 2.sena. cos a (eq1)

Do tridngulo, vemos que:

y _YR-x)+yx
R—x x(R—x)

tga+tgﬁ=%+

y-R
tga +tgp = 2 (eq2)

(R —x)
Da equacgéo da trajetéria parabolica, vem:

.2

0 x——2 " _ 40 - ___g9gx
y =196 -x 2vzcos20_tge x[l ZVZCOSZB‘tQB]
=199 - x |1 X g0 x[1-%
y =190 x|l ———| = 90 x[1-7]
——senfcos O
x(R —x)
=tgg —
g R
15

16. Na figura, temos:

a+ B =90° = sena =cosf =

g-t _ V2
Vot +vi  \g*t? + v}

gttt + git?vi = g*t?vi + vivi >

gitt =viv? >

hY) 171 * 172
g

t =

@notasitaime
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Como os projéteis estdo sempre a uma mesma
altitude, a distancia entre eles seréa apenas horizontal,
sendo dada por:

‘lJ1 * ‘lJ2
D = (v + )t = (v +vy)
17. Solugao:
Método I:
yA
L.'790°
; v
us
0

X

Supondo que em t = 0 a velocidade da particula seja
u fazendo um angulo 8 com a horizontal, entéo

A A

u = ucos Bi + usin 0j
A velocidade em qualquer instante ¢
v = ucos Hli\ + (usin @ — gt)]A'.
v ser perpendicular a z_i,
vou=0

[ucos @i + (usin @ — gt)j] - (ucos i + usin6j) =0

u?cos? 0 + u?sin? @ — ugtsin = 0
u?(cos? 8 + sin? ) — ugt.sinf = 0

u

t =
gsin 6

Método II:

Turma ITA - IME
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Considere 0 movimento da particula ao longo da linha
inicial de projecéo. Ao longo dessa linha, a velocidade
inicial = u, a velocidade apds o tempo ¢,
v = 0 eaaceleragdo a = gsin 6.

Usando a primeira equagdo do movimento ao longo
da linha em consideragao, temos

v=u+at
0=u-—gsinft
; u
~ gsing’
Método Il
y
;‘790°
- v cos (270° + 6)
(270° + 6) @0 -6
usin @ ""u-'-; vsin (270° + @) '---------- oo R :
8) |
ucos B

Seja a velocidade da particula no instante ¢t igual a v.

Quando ela é perpendicular a 17, faz um angulo
(270° + 6)com a horizontal. Assim, temos

vcos(270° + 6) = ucos 8
vsin 8 = ucos 8
A velocidade na direg&o vertical apds o tempo t é
vsin(270° + 0) = usin8 — gt
—vcos 8 = usin 6 — gt
Da Eg. (i), temos

ucos @

sin @

Substituindo este valor na Eq. (ii), obtemos

(ucose) 0 = usin 8 .
—\ 59 ) cost =usind —g

—ucos? @ = usin? § — gtsin @
gtsin 8 = u(sin? 6 + cos? 9)

u

t =
gsin 6
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18. Solugao:

vo = 4.0 mls

Vo X2 ———»

Ground
Supondo o ponto de proje¢do como a origem, as
velocidades das particulas no instante tapds a
projecéao
v, = 3,0i — gtj(i)
v, = 4,0i — gtji

- -
Como v, e v,sdo mutuamente perpendiculares,
entdo

> -
171'172=0

(3,0i — gtj) - (—4,0i — gtj) =0

3,0%x4,0-g%%=0

Como ambas as particulas tém velocidade inicial
vertical nula, elas caem distancias verticais iguais.
Elas estdo sobre a mesma linha horizontal. Portanto,
temos

X1 = 3,0t e Xy = 4’,0t
x =x; +x, = 3,0t + 4,0t

_ 7,0V12,0

=70t 2,5m
g

19. Na figura, temos:
a+ B =90°=sena =cosf =

gt 2
Vet +vi Jg*t? + v

gttt + git?vi = g*t*vi +vi - vi =

Turma ITA - IME
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gitt=v2 v >
t _ '\[171 * 172
9

A imagem mostra:

D= +vy) t=( +v,)

V 171 * 172
9

20. No referencial da Terra, as particulas tém
coordenadas cartesianas (x, y)dadas, em fungéo do
tempo, por:

1
Particula 1: (ucos at, usenat — Egtz)
. 1
Particula 2: (vcos Bt, vsenft — Egtz)
. 1
Particula 3: (wcos yt, wsenyt — Egtz)

O problema sera mais facilmente resolvido num
referencial em queda livre (equivalente a desligar a
gravidade). Nesse referencial, as particulas tém
coordenadas cartesianas dadas, em fungao do tempo,
por:

Particula 1: (ucos at, usenat)
Particula 2: (vcos St, vsenfit)

Particula 3: (wcos yt, wsenyt)

Da Geometria Analitica, a condicdo para o
alinhamento das trés particulas é:

ucosat usenat 1
vcos Bt wvsenft 1| =0
wcosyt wsenyt 1



Prof. Laerte

Desenvolvendo o determinante, obtém-se:
uwsena cos yt? + uvsenf cos at?
+vwseny cos ft? — uvsena cos ft?

—vwsenfcosyt? — uwsenycos at? = 0

A partr da expressdo acima, fatoramos tZe
agrupamos termos:

t?[uw(senacos y — senycos a)
+uv(senf cos @ — sena cos )

+vw(senycos f —senficosy)] = 0.

Usando senAcos B —senBcos A = sen(4 — B),
fica:

t*[uwsen(a — y) + uvsen(B — a) + vwsen(y — )] = 0.

Como t # 0, a condigdo de alinhamento &

uwsen(a —y) +uvsen(f — a) + vwsen(y — ) = 0.

Dividindo toda a equagao por uvw:

sen(y — B) 4 sen(a —y) 4 sen(f—a) .
u w =

que é exatamente o que se queria demonstrar.

21.Seja A = R, 0 alcance do canhdo quando ele se
encontra ao nivel do mar;

2u?senacos a
R, = g (eqM)

Agora admita que o canh&o esteja montado sobre
uma plataforma de altura h. Ajustando a origem (0,0)
do sistema de coordenadas cartesianas de forma que
ela coincida com a nova posi¢ao do canh&o, a bala do
canhdo caira na agua no ponto Pde coordenadas
(R,,—h), onde R, € 0 alcance nessa nova situagao,
ouseja, 0'P = R,.

y u
o
0 A
h
[ . AR S
o
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A equacéo da trajetéria parabolica é:

g-x*

=t9q - x —
y=ha-x 2u? - cos?a

Essa trajetoria parabdlica passa pelo ponto (R, —h),
portanto:

g R}
—h=1a-R, " 2u?-cos?a

g+ R2 — 2u?senacosa - R, — 2uhcos? a = 0

Usando eq1, vem:

gR% — gR R, — 2u”hcos?a =0

—b + Vb2 — 4ac
Ry=—— >

2 2a

_gR + Vg*R? + 4g - 2u? - hcos?
= 7

(eq2)

2

Extraindo cos a de eq1 e substituindo em eq2, vem:

2pR2
gR1+ngRf+8g_u2.h.(#)

u*sena
RZ = Zg
R, R, 2gh
Ry=—+-—
2=5 15 u2senZa
R, R, 2gh
f— R —_ P
1515 u2sen?q
R, 2gh R,
Re =R =5 |1 Gsenta ~ 2 %M
R1 =A6AA=R2—R1
A 2gh
AA—§</1+EEE?E—1
22
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bissetriz interna:

e Teorema da

Fo=p—oy= "C—) (eqt)

e Teorema de Pitagoras:
2 Q 2 2 2_ 2
2+ (S +1D) =y

e Substituindo eq1 em eq2, vem:
2 g 2 2 2 — 42 té}

2

2
g X
= Z(ff +t3)? = t_“(t;{ - t1)
1
gz XZ
7 @)W+ ) = 5 (7 ) +tD)
1
e Resultado final:
N
2 1 [t2—t2
23
24
25
26.[C]

Na dire¢éo horizontal, 0 movimento € uniforme.

X= X9 + Vgt =
x=04+ vycos53°t =
120 = 0,6 vyt =
vot =200 (1)

Na diregdo vertical, o movimento é uniformemente
variado.

Turma ITA - IME

1
y=y0+v0yt—§gt2=>

y = 0+ vysen53°t — 5t% =
35=0,8%x200—5t%=

125
t =55 (Il

Substituindo (I1) em (1):

vt =200 =
vy(5) =200 =
vy =40 m/s

27
28
29
30

31. O menor didmetro para esse pogo, para que
nenhum fragmento da granada atinja a superficie,
ocorre quando a parabola de seguranga (a envoltéria
de todas as possiveis trajetorias dos fragmentos)
desse langador (localizado na origem do sistema de
coordenadas) passar exatamente sobre as bordas do

pOGo.

Em outras palavras, o ponto de coordenadas
cartesianas (x, y) = (R, H) pertence a parabola de
seguranca (P.S.). Assim, podemos escrever;

:V_"Z_sz
V=29 202

Substituindo x = R e y = H na equagédo da P.S,,
vem:

Vi g

= R? =
2.g 2.V}

2.VE.g.H=V—g%R*>

R? = Vg — 2VE.gH R Vo-JVE — 2gH
9° g

@notasitaime
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Assim, o didmetro D pedido vale: D=2.R =

2.Vo.\[VZ - 2gH

9

D=

32

33. Vamos perceber de cara que a mangueira faz um
angulo com a horizontal, o que j& nos indica separar
em componentes a nossa velocidade. Fica assim

v, = v - cos 30°

Yoy = v - $en30°

Outros dados importantes pra gente vai ser a altura
final que é no solo, ou seja: 0 e a altura inicial do jato
que é de 1,5 m. Além da distancia percorrida de 15 m

hi=1,5m
S=15m

Para saber o tempo em que o jato ficou no ar primeiro
usamos a equacgdo horizontal que € mais simples,
mas nesse caso hao sabemos a velocidade inicial.
Entao vamos resolver um sisteminha.

S =t
{h’f - hi = ont - 4,9t2

15 = v, t
{—1,5 = Vgt — 4,9t?

Podemos portanto pegar a primeira equagado do
sistema e deixar tem evidéncia para entdo substituir;
15
t=—
vx
E substituindo na segunda equag&o teremos:

15 225
—1,5 = vy, (v_x) - 4,9( 7 )

—1,5v = 15v,,v, — 1102,5

Por fim, substituindo os valores que encontramos no
Passo 1 para as velocidades em x e inicial em y,
temos:

Turma ITA - IME
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—1,5cos?30° - v? = 15 - sen30° - cos 30° - v% — 1102,5

2

V3 1 V3
—1,5 = (7> *p? =15 *5*7172 —1102,5

153
== v? —1102,5

15v3 + 4,5

7 v? =1102,5

4410
V2 =——"——=144,68
15v3 + 4,5

v=12,03m/s

2. Para saber a altura méaxima primeiro vamos
calcular o instante tempo em que a
velocidade vertical zerou.

vy = Voy — gt
Podemos encontrar v,,, fazendo:

1
Voy = v.5en30° = 12,03 (E) =6,01m/s

Portanto,
0=601—98t
t—6£1—061
“9g  °F

Bom, agora é s6 utilizarmos esse tempo na equagao
da trajetoria vertical que a gente descobre a altura
maxima. Desse jeito aqui &
a

gt

hméx - hi = ont - T

hpmix =1,5+6,01-0,61—49-0,617
=334m
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34

N&o sabemos a que distancia da rede a bola atinge o
ch&o, mas que ela esta a 1 m da rede quando atinge
a altura do saque, entdo vamos considerar o
langamento sé até essa altura, assim nossa distancia
horizontal percorrida é

D =155m

E a altura maxima atingida (com referencial 0 no topo
darede) é

H=20m

Sabemos que o movimento é descrito assim
X = vt

9
y= voyt—it2

E fazendo y = 0 podemos resolver o sistema e
descobrir a distancia do projétil, dessa forma

5
D = —sen26
)

Como s6 temos D e H, vamos buscar outras relagdes
para achar nossa velocidade v,

A altura max acontece quando a velocidade vertical =
0, entdo

vysend

0=vy, —gt-ot=

Substituindo na equacéo da trajetoria temos

2

Vo
D = —sen26
)
v,Send 1, ., visen’d
ymax=H=vosen9-( )_Eyosen 0= 23
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Assim ficamos com o sistema:

vg
D = —sen26
)

_ vgsen’6
=3

Temos:

Dg = vésen26
2Hg = v¥\sen’0

Dividindo as 2 equagdes ficamos com

D _ sen26
2H ~ sen?6

Para resolver aqui usaremos uma identidade
trigonométrica

1
sen?f = 2 (1 — cos 26)

D sen20

2H %(1 — cos 20)

D - . .
Fazendo e k para facilitar nossos calculos fica
assim

k(1 — cos 28) = sen26
k?(1 — cos 20)? = sen?26

Utilizando aquela formulinha da trigonometria a gente
consegue deixar a equagao bonita! Tamos quase no
fim, ndo desiste haha.

sen?x + cos?x =1
k%(1 — cos26)? =1 — cos? 20
k% — 2k?cos 26 + k*cos? 20 = 1 — cos? 20
Organizando tudo a gente fica com uma equacgéo do

segundo grau tranquilinha

(k? + 1)cos? 260 — 2k?cos 20 + k* —1 =10

@notasitaime
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k*’+1=a
—2k*=1b
k*’—1=c

2k? £ \J4k* — 4k + D(k2 - 1)

cos 28 =

2(k2+1)
D _155_ 0,19375
T 4H T 420

cos28 =1ou — 0,927

Isso nos levaa 6 = 0°ou 78°
Como o &ngulo de langamento ndo pode ser 0 entéo

6 =78

Aproveitando nossas contas
vasen?o
=2

2.9.8.20 20,4m/ 73km /h
Vg = |[———=120,4m/s = m
0 \sen®78°

Finalmente pra acabar nosso probleminha (problemao
né? Rs) o tempo que ela percorreu é dado por

X =t

X 15,5

t=———n-—~
v, 20,4-cos78°

35. Entéo, nesse caso aqui a gente pode analisar a
férmula do alcance de modo bastante simples.

Como sabemos que

v?sen20 3
g

37
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Se gente pensar em 2 angulos que vdo nos dar o
mesmo seno, teremos 0 mesmo alcance A, sim ou
nao? Bom, que valores eu coloco ali no espacinho do
seno que vao me dar de volta uma resposta igual?
Bora ver o ciclo trigonométrico

4

Na reta vertical temos os senos e na horizontal os
cossenos, se a gente observar esses angulos azul
claro e escuro batem justamente no mesmo ponto da
reta vertical, ou seja, tem 0 mesmo seno!!! Otimo, e
que angulos sdo esses? Se a gente reparar sdo
simétricos ao 90°, entdo vamos escrever eles assim

sen(90 + x) = sen(90 — x)

Como na nossa formula do comego estamos
considerando 26 fica assim

2

%sen (45+ %) = %Zsen (45— %)

Ou seja, alcances iguais pra angulos diferentes!!
Matamos.

Para calcular nosso angulo usaremos a formula inicial,
substituindo 8 por 45° + §, fica assim

vg
?sen(90 +26)=4

gA
sen(90° + 26) = =
Vo

Usando a férmula de soma de angulos obtemos

A
sen90°cos28 + cos90°sen2d = g_z

Vo

cos26 = g2

1
6 = —arcos <g_)
2 v,

S

o

@notasitaime
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36. Nessa questdo a gente s6 tem que mostrar que
existem 2 angulos de langamento para um mesmo
ponto qualquer da trajetéria. J& fizemos isso em
outras questdes com dados do problema, so
precisamos formalizar um pouquinho de nada. Vamos
comegar com as equagdes basicas do movimento

obliquo.
X =v,t
{y = Vot — 942

2
X
t=—
vx
_Voy _9(x*
y(x) B Vox 2 (Véx)

—x-tg0 -9
ye) =x-tg 2 \vécos? 0

Sabendo agora que

— o2 — 2
cosZG_SeC 0=1+1tg“o

gx*

gx*
y(x) =x-tg6——gtg 9—2173

2v

Assim, temos uma equagao de segundo grau que nos
fornece as seguinte raizes”

x2\?
—x+ [x2 _(9_2)

tgl =

Se observarmos, o valor

A

2
0

<

aparece frequentemente e tem relagdo com nosso
alcance maximo de langamento, show? Fica assim:
g 1

=
vy Apm

38
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Para que haja 2 alturas diferentes de langamento
nosso A precisa ser maior que 0. Entdo vamos
analisar o caso extremo onde A = 0.

x Ay
90=-—m =7
Am

Az x?
y(x) =4, — -5
™24, 24,
2
X
—_m_
y(x) = 24

Isto significa que caso nosso langamento represente
pontos que estdo nessa parabola, conseguiremos ter
apenas 1 angulo que consiga alcangar seus pontos.
Caso contrério e os pontos do langamento estejam
abaixo desse, nés teremos 2 dngulos diferentes para
cada ponto do espago!

37. Para o cume C temos

Uy = on - gtl

Voy = gta

Para saber t, vamos tirar da manga outra equacao,
saca sb

2

gty

h = ontl _T
gt?

h=gt? —=—
gty 2

@notasitaime
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g
Para o movimento da descida é quase a mesma coisa,
s6 que mais facil haha, vé s6

2
2

h+d= ‘
)

2(h +d)
S

Vamos achar nossa velocidade horizontal e ta& no
papo, ok?

V_As
XAt

Analisando a primeira parte do movimento fica assim

R

=5

AStot = ASl + ASZ

Rt
=R+
t
- t
—R(1+t1)
- t
—R(1+t1)
2(h + d)
_ g
=R| 1+ | =35
g
:R<1+ 1+%)

39
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38
e:‘BQ—i’“
vyt /‘/ v=0
M l ....... 8@ !
oo M
/ v.=8V5m/s
Voy=121d/s " h

« :
A a :u,,= 16my/s

No diagrama mostrado, ao decompor a velocidade de
langamento nas componentes horizontal e vertical,
temos:

16 m
vH=Tev,,=12m/s

Agora, como a componente horizontal v, em todo
M.P.C.L. se mantém constante, isso significara que a
componente horizontal da velocidade v, com a qual a
esfera impacta o muro serd vy = 16 m/s e, como o
modulo da velocidade com que a esfera impacta o
muro é v, =8V5m/s, entdo o médulo da
componente vertical v, em Csera:

vZ = vi + v}
(8V5)% = v + (16)?
v, =8m/s

Nosso objetivo no problema é determinar h e,
segundo o que foi deduzido, examinamos o
movimento na direcdo vertical de A até
Mempregando a seguinte equagéo:

v: = v, —2gh

Substituindo:

v2 =122 — 2(10)h(1)

Masem M av, = 8 m/s, ja que em um mesmo nivel
a velocidade vertical de subida e de descida tém o
mesmo maodulo.

Em(1):h=4m

@notasitaime
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Outro critério para calcular h Uy

Pelas variagbes que a componente vertical da
velocidade sofre, estabelece-se que:

tAC = tAB + tBC = 1,25 + 0,85

98° gt
= tye=25
Em seguida, aplicamos a equag&o vetorial (de A para
: Up Y
C):
_ (voy + vy) _ (+12) +(-8) ) No tri&ngulo formado, aplicamos a lei dos cossenos
U2 )T

(gt)* = v§ + v} — 2v,vpcos 98°

h=+4m
100t2 = (100)% + (20V2)?

—2(100)(20V2)(—\sen8")
O sinal (+)indica deslocamento para cima.

t? = 100+8—40\/§( —%)
39. Resolugdo
Consideramos que o objeto é langado a partir da 2
. . R t° =116
posicdo A e que, depois de t segundos de té-lo
langado, encontra-se na posi¢ao B, onde a velocidade
forma um &angulo de 98° com a direcdo de W t=2V29s
langamento, conforme mostrado a seguir.
BEEY
N
f 40. Resolugéo
CA SN
"° i 5 Segundo a diregdo do langamento (6 = 53°) da
& Ngyr=20v2mis esfera, ela realizar4 um M.P.C.L. Como a esfera
o (\& consegue entrar com precisdo no buraco, entdo
(A#L,‘):wgm/s nesse  instante  sua  velocidade  vsera
T R e e E e TR ER perpendicular @ superficie inclinada, como

mostra o diagrama a seguir.

Até agora temos trabalhado por componentes um
M.P.C.L., mas algumas vezes é conveniente trata-lo
geometricamente. Para todo movimento com
aceleragdo constante (M.R.U.V., M.V.C.L. ou
M.P.C.L.) pode-se usar

Vg =vy+ gt

Como os modulos nessa formula ndo sdo paralelos,

podemos proceder a formar um triangulo. Em todo momento, a componente horizontal n&do
varia (vocos 53° = cte.). Em C, dado que a entrada
é com 45°, a componente vertical v, = vycos 53°.
Como de A até C a esfera leva 7 s e também
apresenta movimento de subida e depois

40
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descida, entdo é conveniente usar a seguinte equacéo
vetorial:

- - -
Uy =U0U+gt

Segundo a diregao dos vetores, temos

=y = +Vop + (—g)t

Substituindo os valores correspondentes

—vyc0s 53° = +v,\sen53° — 10(7)

)= enfl)- w0

Resolvendo

v, =50m/s

41.

dyz=240m

Resolugao

Os projéteis realizam M.P.C.L., e, desde o instante em
que s&o langados simultaneamente até que colidem,
transcorreram t segundos.

Célculode H
Da figura observa-se que

H:h1+h2 (I)

Analisando verticalmente o movimento de cada
projétil, escrevemos a equagao vetorial.

e Para o projétil langado desde A

- - 1 -
hy = vt +§gt2
1
—h, = tv,t + > (—g)t* D
e Para o projétil langado desde B

41
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e - 15
hy = vg,t + Egt2

1
+h, = +40t + E(—g)tz uimn
Subtraindo (Ill) de (1)
hy + h, = (40 — v,)t
H = (40 — vsen53°)t(1V)

Agora, para determinar v e t, analisamos o
movimento horizontal (M.R.U.) do projétil langado
desde B.

dHZ = UH(B)t =40t
= 240 = 40t
t=6s (V)

Também para o projétil langado desde A

du1 = Vst
= 90 = (vcos 53°)(6)

Resolvendo

25m
v=——om (V)
S
Também para o projétil langado desde A

dy1 = Vyp)-t
= 90 = (vcos 53°)(6)

Resolvendo

25 m
v=— wn

Ve W) em (IV)

H= (40—25 (%)) 6
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Dai

H =120m
42
Vy=0,c088 ¢
) «”‘L‘l.:o
K i Upy =U,s€nB {3
v“=vocosg

vy =y,sendt 120m +

) -

! 180m —

Como o choque é elastico, ele permite que a bolinha
chegue com v,cos 8(—)e rebata com a mesma
rapidez vycos 8(«). A componente vertical da
velocidade v, > 0(T), ao se somar com v,cos 6 («
), faz com que a bolinha descreva um M.P.C.L. de B
até D.

Se a componente horizontal da velocidade se
mantiver constante e a duragdo do choque for
desprezada, entdo de A até D pode-se escrever:

e 240
vy = — = v, cosb =1 €))]
AD AD

Verticalmente, a bolinha desenvolve um M.V.C.L., e
como de A até D a bolinha esta em subida e descida,
empregaremos a seguinte equagao vetorial:

- - -
Vpy = Vgy + gt

Substituindo

_va = +U0U + (_1O)tAD
—vysend = +vysenf — 10t,,
vosend = 5ty

v,ysend
tap = 5 un

Substituimos (Il) em (I)

vésendcos 8 = 240(5)

Turma ITA - IME
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(50)?senfcos 6 = 1200

2senfcos 8 = 24
n [ —
senfcos 75

20 24
n20 = —
se 7%

Segundo essa relagdo, 260 deve ser 74°, ent&o:

20 = 74°
=6 =37°
43
AY(m) X2
Uy y=X——
- 10
up T
W Un H X
Y e A
e 5 N
| X (@mn)

No ponto mais alto,

Vin = Vg = veos (1)

S&0 necessarios v e 6.

Para o langamento de uma particula a partir da
origem, sob certo angulo, combinando

1
x = vcos Otey = vsenft — Egtz

estabelece-se que a equagao de sua trajetoria € dada
por

g

—2 —x%(ll
2v2c0529x ()

y =tanfx —

onde
e v:rapidez de langamento;
e  6:angulo de langamento;
e  g:aceleragédo da gravidade.

Comparando a equacg&o da trajetéria (dado)
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x2

Y=*"70
com a relagéo (11), deduz-se que

tanf =1 =6 =45°

g 1

— ==
2v2cos?20 10

10
—_———=—>57v =10
2v%2cos245° 10 v m/s

Substituindo em (1), obtém-se

Vmin = 5V2m/s

Outra forma
Da equacdo da trajetdria da particula

XZ
Y=*"70

deduzimos que a ftrajetdria € uma parabola; por
conseguinte, a particula realizara um M.P.C.L.

Dando a seguinte forma & equacao da trajetoria:

y=a(x—d)?+ HUI)

onde (d; H)é o ponto do vértice da parabola, sendo:

e y:aaltura em que se encontra a particula
em relagéo ao eixo X;

e  a:numero (constante);
e x: mdbdulo do deslocamento horizontal;

e d:modulo do deslocamento horizontal até o
momento em que a particula atinge sua
altura maxima H.

Nesse sentido, dando forma a equagéo da trajetoria,
obtém-se

1! 5)2+0,5
Y——ﬁ(x—) ,

Entao, comparando-a com (lIl), verifica-se que

d=5mAH=05m

Turma ITA - IME
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Agora, temos que calcular a rapidez minima que a
particula adquire, ja que esta em sua posi¢cdo mais
alta. Se, nessa posicdo, a velocidade € horizontal
(vy), entdo

d 5 @
Vy =—= —
H tsub tsub

Além disso, verticalmente a particula realiza um
M.U.V.C., onde, de A para B,

Tsup = Ty
e,de B para C,

1 2
H = vy tyy + Egtbaj

entdo

2,5 ! (10)t3 = ¢ !
0 = = — = —
2 baj baj ,—2

Pela (2):

vy = 5V2m/s = vy, = 5V2m/s

44. Resolugdo: Uma vez langados os projéteis, eles

realizarao um M.P.C.L. Agora, como desejamos

determinar a menor distancia D de aproximag&o entre

eles, isso pode ocorrer quando os projéteis estiverem

subindo ou descendo, conforme mostrado a seguir

nos seguintes
Casol

Casos:
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Caso [II

Caso IV

Agora, os casos |, II, Il e IV podem ocorrer, pois isso
dependera de v, e a. Para determinar D, podemos
considerar qualquer caso. Consideremos o caso |.

"""""""""""""" = cOG

voseno, __ o

Vo
(1)4%1)0 cosa

—d—
d— -

d

Do tridngulo retangulo sombreado, temos que a
separac&o entre os projéteis é

D =/(H —H))*+(d—-(d +dy)> ()

Como, na horizontal, os projéteis se comportam como
se estivessem em um M.R.U. (movimento retilineo
uniforme), escreve-se diretamente

d; = (vycos a)t
d, = (vycos )t

=d, +d, =vyt(cosa +cosfB) (1)

Além disso, na diregao vertical os projéteis realizam
um M.V.C.L. (movimento vertical de queda livre),
entdo, para seus deslocamentos verticais, temos

1
H; = vysenat — Egt2

1
H, = vysenft — Egt2

Turma ITA - IME
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= H, — H, = vyt(sena —senB) (III)

Substituindo (11) e (lIl) em (1), obtém-se
D
=/ (wot(sena — senp))? + (d — vot(cosa + cos f))2  (IV)

Desenvolvendo, reduzindo e ordenando, obtém-se

D
= \/dz + vot(2ug + 2vgt cos(a + B)) — d(cos a + cos B)

Segundo essa expressdo, o valor de D depende
apenas de t, ja que v,, ae [ séo valores fixos.
Nesse sentido, encontraremos t para 0 caso em que
D seja minimo; pois D serd minimo quando (*) for
zero. Assim,

2yt + 2vgtcos(a + f) —d(cosa + cosf) =0
= 2vyt(1 + cos(a + B)) = d(cos a + cos f5)

Aqui, deve-se recordar ou revisar algumas
transformagdes trigonométricas, o angulo pela
metade e a passagem da diferenga ao produto de
€0ssenos; entdo se tem

ZU“t[Zcos’(a;B)J=d[Zcos%cos(g_—;g)}

= 2yt (20052{2_23}“ ; ﬁ) =d (Zcos@# cog’}ai#)

de onde, isolando o tempo, teremos

dcos (a ; ﬁ)

2v,cos (a -5 ﬁ)

Substituindo em (IV),

B 2 2z
deos( 228 dcos 28
D=1lg, —C—c’i—l—l (sena-senB)| + |d-vy L[L]— (sena+senf)
2u,,cos(-u';—ﬁJ ZDHCDS(C!;B]

t =
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D
deos (2= B
= lvo <21;0%(’12*2'2)> (sena — senf)

Pela trigonometria sabemos que

sena — senf = 2sen (a ; ﬁ) cos (Of -; ﬁ)

2

B
=

a— 2
dcos( 5
d—v, T (sena +senB)| (V)
2v,ycos ( > )

a—ﬁ>

a+p
sena+sen[3=2cos( > )cos( >

Ao substituir em (V) e simplificar, obtém-se

D

i (5 - a;ﬁﬂz

|
2
—
QU
(@]
o
w
/V\
|
i)
N———
[72]

@
=
A/

IS}
N
=)
N——
e
N
+
—
QU
|
QU
(@]
o
wn
N
VRS

2

Josr () (550 o (250
D

- frar D e () ()

Identidade vale 1

a—ﬁ)

~D= dsen( >

A partir dessa expressao, podemos deduzir que, para
que os projéteis se choquem, deve-se cumprir D =
0; e, para isso, & = f3. Isso permite concluir que dois
projéteis langados simultaneamente de uma
superficie horizontal colidirdo se os componentes
verticais de suas velocidades de langamento forem
iguais.
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45. A) A coordenada de posigéo (z) de um corpo em
cada instante de tempo, quando a forca que atua

sobre ele é seu proprio peso e a forga de resisténcia 46. Resolugao

do ar, € dada por: a) A velocidade tem médulo minimo no ponto de
altura maxima, local em que ela possui apenas a
z = ( g vzo) x— mg ln( MYxo ) componente horizontal vq' i i
bvyy " Vxo b? MU, — bx P *
2 2
Vo Vo
) hmax=2—y=>25=2—g=>v§y=5oo
Reescrevendo esta equagéo, 9
2
_(mg , vy m-g __bx 2 _ .2 2
z= (bvxo + 17950) X+ b2 In (1 mon) Vp = Vox t Voy
Lembremos que o desenvolvimento em série de 30% = v§, + 500
In(1 + x)para x < 1, é dado por:
x? x® x* Vox = Uy = 20m/s
ln(1+x) = x—a+§—a+

Vpmin = 20m/s
Utilizando este desenvolvimento em nossa expressao
para (z), obtemos mais um termo, assim:

Vg0 1 g , 1bg , 1Db%
-3 T a2t
Vyo 27V 3mvd, 4m?vy,

B) Na equacdo inicial para (z), tomando z = 0,
obtemos a coordenada de posigdo (x), assim;

292 +4
2 bg

3
3mv3,

Xm =

sendo,

1/2
lg V0 (1 bg )}
4= {4v0+4(17xo) 3mv3

Levando em conta que: x < (
para (x), fica assim:

) a expressao

47.
__9 [1+ bvzo 12 A
20k, * 2v2 3mg y
Xm = Zbg
3mv3, F_
v, P

Desenvolvendo em série de poténcias, o termo t =0 0 t=T
correspondente ao subradical, e tomando a parte * 0 A X
positiva, obtemos um termo adicional no

desenvolvimento de (x), Na vertical

X = 2179501720 8bv220vx0 64b2vx0v230
m = -

g 3mg? 3m?2g3
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Yo=0
Vgy = Vpsin 6
a, =—g
2v,sin 0
T=——
9
Na horizontal
Xo =0
Vox = VpCOS B
F
a, = E

a
x=x0+v0xt+7xt2:

6-t+ F t?
X = VyCOS U - -—
0 2m

Emt =T, temos x = 4:

2v,sin @ N F  4visin?6

2
A =-22sinfcos O (1+ Fta_n@)
g m

Resultado final da caixa

2
A=22sin20 (1+ M)
g mg

48. Resolugao:
a)
x =vycos0t = A =v,cosOT =

A

vocos 8

gt?
y = h + vy%enfT — -

0 = h + vysendT — %TZ

0=h+vysend- — 9. _~
= send - -Z.
vo vocosf 2 vicos?

47
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2

A
0=h+Atgs — I sec? g
2v;

gA? 2
0= h+ Atgf —=— (1 +1g°6)
2v;

2 2
g gaAc
0=h+Algh — 2— — =— - tg°0
i 2v2  2v¢ g
gA* (gAZ )_
ngtga Atgo + 207 =0

Na equagao (1):
A? 2
A=a2—a92 (%—h)
2v2 ) \2v§
2 44 2
a2 g°A 4 2gA°h
4 2
Vo Vo

7 2
Vo Vo

242 2gh
A=A2(1—g +i>

Para existir tgo real: A > 0

242 2gh\?
,42<1—g4 +i2) >0

Yy Vo
24% 2gh
|_E 20
Vo Vo
242 2gh 242 vZ +2gh
94S1+L2=>94S029
Yy Vo Yy Vo

vo [, v [,
AS? vO+Zgh:Amax—? vg + 2gh

Sabe-se que A4, corresponde a igualdade A = 0
na equacdo (1), situagdo em que essa equagao
admite uma Unica raiz tgé real (raiz dupla), que é a
abscissa do vértice da parabola: — %.

0 = -A v
0=~ 301 = g
2v¢
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Fazendo A = A4, vem:

Vo

90y = —2—
" JVvé +2gh

Dica:

* Quando h é igual a zero, caimos no caso trivial em
que 8, = 45°. De fato:

b)
100
= =
V1002 +2-10 - 200

190, 0y = 40°

49. Resolugdo do Professor Laerte: A aceleragdo
neste caso é constante e dada por a = %.

Neste caso temos um movimento uniformemente
variado ao longo do eixo x, de forma que podemos
aplicar equagdes cinematicas conhecidas em uma
dimens&o, aqui faremos a escolhade x, = 0e v, =
0, assim:

A energia cinética K da particula depois que ja se
deslocou pela distancia d = x é:

K—l , 1 (Z-q-E)
_E-m-v _Em m - X

K:qu

Esse resultado pode também ser obtido identificando-
se a particula como um sistema ndo isolado e
aplicando-se 0 modelo do sistema n&o isolado. A
energia é transferida do ambiente (campo elétrico)
pelo trabalho, entdo o teorema do trabalho e da
energia cinética da o mesmo resultado que o calculo
que acabamos de fazer. TENTE FAZER!
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50. Como o campo elétrico estd no sentido negativo
de vy, a aceleragéo esta no sentido positivo de y, e é
obtida por:

e FE
a=——-
m

Como a aceleragéo é constante, podemos decompor
0 movimento em duas dire¢des (Independéncia dos
movimentos de Galileu) aplicando as equagdes
cinematicas do movimento uniforme (direcdo X) e
uniformemente variado (dire¢do Y), com as seguintes
condigdes iniciais v, = v, € vy, = 0:

x=170't
1 _e-E

=—-a, t?=——"t
Y= 2m

2

O aluno deve perceber que a trajetoria descrita pelo
elétron neste caso € uma parabola, onde podemos
demonstrar:

x
X=vy-t>t=—

Vo
Substituindo-se a Eq.
e-E , e E (x\?
= ]
2m 2m  \y,
e-E
= cx2
Y 2m - v x

Aqui vocé leitor pode fazer uma analogia entre o
movimento descrito por uma particula carregada
-

langada dentro de um campo elétrico uniforme E, com
0 movimento de uma particula de massa mem um

5
campo gravitacional uniforme g sob a ago de uma

forca constante de magnitude m-g. No caso da
figura acima ap6s os elétrons sairem da regido entre
as placas ele descrevera uma trajetdria retilinea
obedecendo a primeira lei de Newton, com uma
velocidade v > v,(Desprezando interagdes
gravitacionais). Para uma dada velocidade inicial do
elétron, a curvatura da trajetdria depende do modulo

.
de |E|do campo elétrico. Quando invertemos o0s
sinais das cargas sobre as placas (figura acima), o
sentido do campo elétrico se inverte e a concavidade
da trajetéria do elétron, em vez de ser voltada para
baixo, passa a ser voltada para cima. Portanto,
podemos “guiar” o elétron alterando os valores das
cargas das placas. Desse modo, o campo elétrico
entre as placas condutoras carregadas podem ser

@notasitaime
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usados para controlar a trajetéria de um feixe de
elétrons em um osciloscopios.

51.

a, =

q-E
v m

Como a aceleragdo é constante, podemos decompor
0 movimento em duas dire¢des (Independéncia dos
movimentos de Galileu) aplicando-se as equagdes
cinematicas do movimento uniforme (diregédo X) e
uniformemente variado (dire¢do Y). Decompondo o
vetor velocidade na dire¢&o horizontal (X) e vertical
(Y), as condigdes iniciais do problema:

Vox = Vg - c0SO

Voy = Vg - send

Agora determinando o tempo que a particula leva para
atingir a altura maxima (v, = 0):

Uy =Voy — Ayt
vy=0=v0-sen9—ay-t,

v, - senf
t=———
ay

O tempo total é dado por:

2 vy send

trorar = P
y

Finalmente, podemos determinar o alcance:

A = voy - troraL =

2-v,-send
A=vy-cos0 - | ——.

ay

s v3 - (2 senf - cos)

ay

Usando a identidade trigonométrica:

sen(20) = 2 - senf - cosf

Podemos reescrever o alcance da seguinte forma:

_ v§-sen(20)  v§ - sen(26)

a, q-E

m

49
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b) Para determinarmos a altura méxima usamos a
equacéo de Torricelli na dire¢éo Y:

2 — .2 __ . .
vy = V5 —2-a, - Ay

Na altura maxima a componente vertical da
velocidade € nula v, = 0, assim:

(0)* = (v - senB)? — 2 - ay, - Hyax,

2-ay - Hyax = v§ - sen®0,

. vg - sen?6
MAX = T 5
2-ay,
u v2 - sen?6
MAX = E
2.4

@notasitaime
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COMO CAIU NO ITA-IME

1. (Epcar (Afa)) Na Figura 1, a seguir, tem-se uma vista de cima de um movimento circular uniforme descrito por duas
particulas, A e B, que percorrem trajetérias semicirculares, de raios R, e Ry, respectivamente, sobre uma mesa,
mantendo-se sempre alinhadas com centro C.

Figura 1

Ao chegarem a borda da mesa, conforme ilustra a Figura 2, as particulas s&o langadas horizontalmente e descrevem
trajetdrias parabdlicas, livres de quaisquer forgas de resisténcia, até chegarem ao piso, que é plano e horizontal. Ao
longo dessa queda, as particulas A e B percorrem disténcias horizontais, x4 e xg, respectivamente.

Figura 2

Considerando Rz = 4R, a razéo i—B seraigual a
A

o O QO
< = =
N N N N N

o
e

2. (Espcex (Aman)) Em uma escada, uma esfera é langada com velocidade horizontal, de médulo V o, da extremidade
do primeiro degrau de altura h em relagao ao segundo degrau. A esfera atinge um ponto X na superficie perfeitamente
lisa do segundo degrau, que tem um comprimento D, e, imediatamente, comega a deslizar sem rolar, também com
velocidade horizontal V o constante, até chegar na extremidade do segundo degrau. Ela, entdo, percorre uma altura
2h na vertical e atinge o solo a uma disténcia L da base do segundo degrau, conforme representado no desenho
abaixo. Podemos afirmar que o intervalo de tempo que a esfera leva, deslizando sem rolar, na superficie lisa do
segundo degrau é de:
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2h,

L

Desenho llustrativo - Fora de Escala

Dados: despreze a forga de resisténcia do ar e considere 0 médulo da aceleragéo da gravidade igual a g.

a)[Jg- @ +L)—Vehr-Vyl/(Vo-/9)

b)[g- (D +L)+V6hr -Vol/(Vo-/9)

O[Vg-@+L)+VR-Vy- (V2=2)]/ (Vs /9)

d /g - @+L)=Vh-Vo- V2+2)]/(Vo-[9)

e)[Vh-Vo-(VZ+2)—Jg- @+ L)]/(Vs-/9)

3. (Ita) Uma bola de gude de raio r e uma bola de basquete de raio R s&o langadas contra uma parede com velocidade
horizontal v e com seus centros a uma altura h. A bola de gude e a bola de basquete estdo na iminéncia de contato

entre si, assim como ambas contra a parede. Desprezando a duragéo de todas as colisdes e quaisquer perdas de
energia, calcule o deslocamento horizontal AS da bolinha de gude ao atingir o solo.

A
w0

AS
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)3 v [FAED)
g

4. (Ita) Na figura, o anel de raio R gira com velocidade angular w constante e dispde de um alvo pontual A que cruza
0 eixo x no mesmo instante em que, do centro do anel, é disparado em sua dire¢gdo um projétil puntiforme com
velocidade v,.

Desconsiderando a resisténcia do ar,

a) determine o angulo 6, em relagao ao eixo x, em que o projétil acerta o alvo;

b) determine o intervalo de tempo At despendido pelo projétil para acertar o alvo;

c) a velocidade angular w é determinada apenas por 6 e A2 Justifique.

5. (Ime)

> :
l g
|
'R
I
|

I R x 1

A """‘“-prc:qelll c

2R

Conforme a figura acima, um corpo, cuja velocidade € nula no ponto A da superficie circular de raio R, é atingido por
um projétil, que se move verticalmente para cima, e fica alojado no corpo. Ambos passam a deslizar sem atrito na

52
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superficie circular, perdendo o contato com a superficie no ponto B. A seguir, passam a descrever uma trajetéria no
ar até atingirem o ponto C, indicado na figura. Diante do exposto, a velocidade do projétil é:

Dados:

- massa do projétil: m;
- massa do corpo: 9m; e

- aceleragdo da gravidade: g

a) 10 5Rg
\} 2
b) 10 3Rg
\’ 2
c) 10 5Rg
\} 3

6. (Ita) A partir de um mesmo ponto a uma certa altura do solo, uma particula é langada sequencialmente em trés
condigdes diferentes, mas sempre com a mesma velocidade inicial horizontal v,. O primeiro langamento é feito no
vacuo e o segundo, na atmosfera com ar em repouso. O terceiro é feito na atmosfera com ar em movimento cuja
velocidade em relag&o ao solo é igual em mddulo, dire¢do e sentido & velocidade v,. Para os trés langamentos,
designando-se respectivamente de t;, t, e t5 0s tempos de queda da particula e de v,, v, € v5 0s médulos de suas
respectivas velocidades ao atingir o solo, assinale a alternativa correta.

a t1<t3<t2;171>173>1}2
b t1<t2=t3;171>173>1}2

)

)
C)t; =t3 <tyv; =V3 >,
d)t; <t, <tz;v; =v3 >0,
)

e t1<t2=t3;v1>v2:173

7. (Epcar (Afa)) Uma particula de massa m, presa na extremidade de uma corda ideal, descreve um movimento
circular acelerado, de raio R, contido em um plano vertical, conforme figura a seguir.

- —_ e B
- 2 L E
r/ " = &
Y - -
P R . =
P 1 -
i | -
.
] I ~
L] I \.‘
L] [ "
l.\ F ..
;
LY # ™
. - ™
e ®
. 4R .
™= |
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Quando essa particula atinge determinado valor de velocidade, a corda também atinge um valor maximo de tenséo e
se rompe. Nesse momento, a particula é langada horizontalmente, de uma altura 2 R, indo atingir uma distancia
horizontal igual a 4R. Considerando a aceleragdo da gravidade no local igual a g, a tensdo méaxima experimentada
pela corda foi de

a)mg
b) 2mg
c) 3mg
d) 4mg

8. (Efomm) Uma bola é langada do topo de uma torre de 85 m de altura com uma velocidade horizontal de 5,0 m/s
(ver figura). A distancia horizontal D, em metros, entre a torre e o ponto onde a bola atinge o barranco (plano inclinado),
vale

Dado: g = 10 m/s?

[

B5m

[ Ap———

10 m

9. (Ime) Um banhista faz o langamento horizontal de um objeto na velocidade igual a 5v/3 m/s em diregdo a uma
piscina. Apos tocar a superficie da agua, o objeto submerge até o fundo da piscina em velocidade horizontal
desprezivel. Em seguida, o banhista observa esse objeto em um angulo de 30° em relagao ao horizonte. Admitindo-
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se que a altura de observagao do banhista e do langamento do objeto sdo iguais a 1,80 m em relagao ao nivel da
agua da piscina, a profundidade da piscina, em metros,

Dados:
- indice de refragdo do ar: n,, = 1;

T, ~ . 5v3
- indice de refragao da agua: nag, = T\/_

N

a)

b) 1,6

¢) 1,6V3
d) 2v3
)V3

e

10. (Ita) Uma bala de massa m e velocidade v,, € disparada contra um bloco de massa M, que inicialmente se encontra
em repouso na borda de um poste de altura h, conforme mostra a figura. A bala aloja-se no bloco que, devido ao
impacto, cai no solo.

r
!

Sendo g a aceleragéo da gravidade, e ndo havendo atrito e nem resisténcia de qualquer outra natureza, 0 modulo da
velocidade com que o conjunto atinge o solo vale

11. (Ita) Animado com velocidade inicial, v o , 0 objeto X, de massa m, desliza sobre um piso horizontal ao longo de
uma dista ncia d, ao fim da qual colide com o objeto Y, de mesma massa, que se encontra inicialmente parado na
beira de uma escada de altura h. Com o choque, o objeto Y atinge o solo no ponto P. Chamando (k) o coeficiente de
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atrito cin ético entre o objeto X e o piso, g a aceleragéo da gravidade e desprezando a resisténcia do ar, assinale a
expressdo que da a distancia d.

a) d=ﬁ(v§—sj—5)
b) d=ﬁ(v§—f—9)
¢) d= 2::; (vo B S\/%)
d) d=ﬁ(2v§—sj—g)
e) d=;kﬂ(v0—s z‘ih)

12. (Espcex (Aman)) O desenho a seguir representa 0 espago que foi mapeado com os eixos cartesianos xy com

origem no ponto O. Na regido, ha um campo elétrico uniforme E de sentido contrario a orientagdo do eixo x. Uma

.
carga elétrica puntiforme positiva q, de massa m, é langada do ponto A, do eixo x, com uma velocidade inicial v, na
regido em que o campo atua. Ela desloca-se sob ag&o exclusiva do campo elétrico até chocar-se em um anteparo, no
ponto B do eixo y, conforme representado no desenho. Podemos afirmar que o mddulo da carga elétrica q é dado
por:

Dados: o angulo entre ;0 eEvale6;0 >90°;d =0AeD = 0B

:x qA d o)
A 0
S b
E —_—
¢B
yV

Desenho llustrativo - Fora de Escala

SuperProfessor®
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( cos 8 + sen 6)

(mvo cos 6 + sen 9)

mvé sen(ze))

QID

(cos 06—

13. (Ime)

Morro

SuperProfesso®

Lente do

Morteiro
Observador

hic s
Blindado
Inimigo

Um sistema automatico de defesa contra um determinado tipo de blindado inimigo é instalado proximo a um morro,
como mostra a figura. Nesse sistema, um observador comanda o disparo de um morteiro que se encontra escondido
atras desse mesmo morro, com base na imagem do blindado obtida através de uma lente convergente especial. O
observador realiza duas medidas do tamanho da imagem do blindado em instantes diferentes e utiliza esses valores
para calcular o instante de disparo do morteiro.

Dados:

- distancia focal da lente do observador: f = 50 m;

- altura do morro: H = 320 m;

- altura do blindado inimigo: h = 2,7 m;

- distancia horizontal entre a lente e o topo do morro: L =110 m;

- velocidade de disparo do projétil: v o = 100 m/s;

- intervalo de tempo entre as medidas dos tamanhos das imagens: At = 25 s;
- tamanho da primeira medida da imagem invertida: i 1 = 5,40 cm;

- tamanho da segunda medida da imagem invertida: i 2 = 6,75 cm;

- aceleragdo da gravidade: g = 10 m/s.

Observagdes:
- 0 blindado e o morteiro estdo na mesma horizontal;

- para efeito de calculo do ponto de impacto do projétil, use o chdo como referéncia.
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Sabendo que o blindado se desloca com velocidade constante em dire¢éo a lente do observador e que o projétil
atirado pelo morteiro atinge seu ponto maximo na trajetdria exatamente no pico do morro, determine:

a) a que distancia horizontal D do pico do morro o morteiro deve ser posicionado;
b) as distancias entre o blindado e a lente nos momentos das duas medidas;
c) a velocidade do blindado;

d) o intervalo de tempo depois da segunda medida de imagem para que o disparo seja realizado e possa atingir o
blindado.

14. (Esc. Naval) Um projétil de peso P é langado a partir de uma superficie horizontal plana. Considere que durante
todo 0 voo do projétil sopra um vento contrario, na horizontal, aplicando ao projétil uma forga horizontal constante de
médulo P/4. Sabendo-se que ndo ha interferéncia do vento na diregéo vertical, de que angulo com a superficie
horizontal o projétil deve ser langado de modo que a altura maxima alcangada pelo projétil seja igual ao seu alcance
ao retornar ao solo?

a) arctg (2)
b) arctg (1)
c) arctg (g)

d) arctg g)
1
2

(
aretg (%)

15. (Ime)

rawtael

¥

Uma particula de massa m e carga q positiva é langada obliquamente com velocidade v, € &ngulo a com a horizontal,
conforme a figura. Em certo instante ¢;, antes de alcangar a altura méxima de sua trajetéria, quando esta a uma
distancia horizontal x; do ponto de langamento, a particula é submetida a um campo magnético de intensidade B, na
diregdo vertical. Considerando g a aceleragdo da gravidade local, a menor intensidade B do campo magnético para
que a particula atinja o solo na posicéo (x;, 0) é:

2mm

a)
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b) mm
q(Zvo s;n(a)_tl)
2mm
4Tm
e) mm
(5 w)
16. (Ime)

L
=¥

Uma particula de massa m e carga elétrica positiva +q ¢ langada obliquamente com inclinagdo @ em t = 0 no
plano z = z,, a uma velocidade inicial v, a partir da altura y = hy, conforme ilustra a figura. Em determinado instante
de sua trajetdria, a particula & submetida a um campo magnético uniforme B = (0, B, 0), cuja intensidade varia ao
longo do tempo de acordo com o grafico. Sabendo que ¢, representa o instante em que a particula encerra seu
movimento no ponto D de coordenadas (xp, 0,0), ao atingir o plano xz; que A e C designam as posicées da particula,
respectivamente, em t = t, — 5s e t = t; — 2s; e que a resisténcia do ar pode ser desprezada, responda o que
se pede:

a) faca um esbogo do grafico da altura y da particula versus o tempo t, desde seu langamento até alcangar o ponto
D, explicitando a altura méxima alcangada, a do ponto A e a do ponto C, com os correspondentes tempos; e

b) determine as coordenadas x. e z. do ponto C.
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Dados:

’ 225v3
- plano de langamento da particula z = z, = ﬂf m;

- aceleragéo da gravidade: g = 10m/s?;
- velocidade inicial: vy = 100 m/s;
- angulo de langamento da particula: &« = 30°;

- altura inicial da particula: hy, = 280 m.

17. (Ita) Por uma mangueira de didmetro D, flui 4gua a uma velocidade de 360 m/min, conectando-se na sua
extremidade a 30 outras mangueiras iguais entre si, de didmetro D, < D;. Assinale a relagdo D, /D, para que 0S
jatos de agua na saida das mangueiras tenham alcance horizontal maximo de 40 m.

a) 110.
)\/3/10.
c)4/5.
)
)

(=)

d)1/2.

e)+/2/3.

18. (Ita) Numa quadra de volei de 18 m de comprimento, com rede de 2,24 m de altura, uma atleta solitaria faz um
saque com a bola bem em cima da linha de fundo, a 3,0 m de altura, num &ngulo 6 d e 15° com a horizontal,
conforme a figura, com trajetéria num plano perpendicular & rede. Desprezando o atrito, pode-se dizer que, com
12 m/s de velocidade inicial, a bola

et

>

TR A T a T T T T I oo oo

a) bate na rede.

b) passa tangenciando a rede.

)
)
c) passa a rede e cai antes da linha de fundo.
d) passa a rede e cai na linha de fundo.

)

€) passa a rede e cai fora da quadra.

19. (Ime)
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T

k
d
A ",
h F/II_:“P\ /-‘
E'. 4 Hf

Uma mola comprimida por uma deformagdo x estd em contato com um corpo de massa m, que se encontra
inicialmente em repouso no Ponto A da rampa circular. O corpo ¢ liberado e inicia um movimento sem atrito na rampa.
Ao atingir o ponto B sob um angulo 6 indicado na figura, o corpo abandona a superficie da rampa. No ponto mais alto
da trajetoria, entra em contato com uma superficie plana horizontal com coeficiente de atrito cinético u Apés deslocar-
se por uma distancia d nesta superficie horizontal, o corpo atinge o repouso. Determine, em fun¢éo dos pardmetros
mencionados:

a) a altura final do corpo Hy em relagao ao solo;

b) a disténcia d percorrida ao longo da superficie plana horizontal.

Dados:
- aceleracdo da gravidade: g;
- constante elastica da mola: k;

- raio da rampa circular: h.

20. (Ime) Um corpo luminoso encontra-se posicionado sobre o eixo optico de uma lente esférica convergente de
disténcia focal f, distando d do vértice da lente. Esse corpo se encontra sob a agdo da gravidade e é langado com
velocidade V, formando um angulo 6 com a horizontal.

F 3
g l
cOrpo .
luminoso v eixo dptico
BN ¢ L
A1
. d g
L i §

61



Turma ITA - IME

PrOf Laerte @notasitaime

Determine 0 angulo de langamento 6 necessario para que a distancia entre esse eixo e a imagem do corpo luminoso
produzida pela lente varie linearmente com o tempo, até o instante anterior ao de seu retorno ao eixo optico.

Dados :
-9 =10%;
-v=4?;
-f=12m;
-d=2m

21. (Ita) Uma pequena bola de massa m é langada de um ponto P contra uma parede vertical lisa com uma certa
velocidade v o, numa direcdo de angulo a em relagéo a horizontal. Considere que apds a colisdo a bola retorna ao
seu ponto de langamento, a uma distancia d da parede, como mostra a figura. Nestas condiges, o coeficiente de
restituicdo deve ser

rdartiel

a)e = gd/(v¢ sen 2a — gd).
b)e =2 gd/(v2 cos 2 a — 2 gd),
¢)e =3gd/(2vésen2a — 2gd).
d)e =4 gd/(v cos 2 a — gd).
e)e = 2gd/(vitan2a — gd).

22. (Ime)
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5"’;. Vg = 20 mis
I

WWA

Um corpo de 300 g de massa é langado de uma altura de 2,20 m em relagéo ao chdo como mostrado na figura acima.
O vetor velocidade inicial v, tem mddulo de 20 m/s e faz um &ngulo de 60° com a vertical. O médulo do vetor diferenca
entre 0 momento linear no instante do langamento € 0 momento linear no instante em que o objeto atinge o solo, em
kg.m/s, é:

bl

220m

Dado : aceleragdo da gravidade: 10 m/s 2.
a) 0,60
b) 1,80
c) 2,25
d) 3,00
e) 6,60

23. (Ita) Um projétil de densidade p,, € langado com um angulo a em rela g&o a horizontal no interior de um recipiente
vazio. A seguir, o recipiente é preenchido com um superfluido de densidade p; € 0 mesmo projétil € novamente
langado dentro dele, sé que sob um angulo 8 em relagao a horizontal. Observa-se, entdo, que, para uma velocidade
inicial v do projétil, de mesmo médulo que a do experimento anterior, ndo se altera a distancia alcangada pelo projétil
(veja figura). Sabendo que s&o nulas as forgas de atrito num superfluido, podemos entdo afirmar, com relagdo ao
angulo B de langamento do projétil, que

=

=l

a) cosp = (1 — ps/p,)cosa
b) sen2f = (1 - ps/pp)senZa

)
)
c) sen2f = (1 + ps/pp)senZa
d) sen2p = senZa(l + ps/pp)
)

e) cos2f = coszx/(l + ps/pp)
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Gabarito

Resposta da questéo 1:
D]

Relacéo entre as velocidades de langamento:

2R,
UA = T
2 vy Ry Ry
Ao A A =4
2nRs ~ vy R, 4R, B VA
UB =

Como o tempo de queda é o mesmo, temos que:

vy = A
“She Vet v _ %
v—x_B vp Xp 4vy X
g =
At
T,
X4

Resposta da questéo 2:
[D]

Tempo de queda do 1° para 0 2° degrau:

1 2h
h=§gt1 >t = ?
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Alcance horizontal no 2° degrau:
. 2h
X =7 =Vy |[—
0%1 0 g

Tempo até a esfera atingir a extremidade do 2° degrau ap6s a sua queda:

D 2h
D—x ~ Vo 7_D\/§—vom

=>t2=

t2 Vo Vo \/E

1 h
thzgtg, $t3=2 E

Vo =

Tempo de queda do 2° para o0 3° degrau:

Alcance horizontal no 3° degrau:

h
L=v0t3=2vo\];:L\/§—2v0\/ﬁ=0

Como esta express&o € nula, podemos soma-la ao numerador da equacao de t, chegando a:
, _ DJg—vV2h+ L Jg — 2voVh
, =
UO\/E
Ja(@ + L) —vpVR(V2 + 2)
. t2 =
Vo[

Resposta da questéo 3:
(Bl

Temos as situagdes:

1) Colis&o da bola de basquete com a parede:
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Antes

=

2) Colisao entre as bolas:

Ml
5 (s

Depois

Inimbit

Antes

Aplicando a conservagédo da quantidade de movimento e considerando a colis&o eléstica, obtemos:

{Mv—mv:Mv+mv’=>U,=(3M—m)U
v =V =2v M+m

Tempo para a bolinha de gude sofrer uma queda de uma altura de h — r:

t? 2(h—7
h—r=9 o /¥
2 g

BM-m)v |2(h-71)
As =v't = ’
M+m g
2(h—-r
~As =3v ¥
9

Para M > m, chegamos a:

Resposta da questéo 4:

a) Do enunciado, temos a situagéo:
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Em y, temos:
2Ay
Ay = —gAt? = At = ’—
y 2 g g
2Rsenf
At =
g
Em x, temos:

2

2 Rsenf
Ax = vyAt = (Rcos6)? = | v, ’T

2Rsenf 2v¢
= sen?0 +g—Rsen6 —-1=0

R?(1 — sen?0) = v3 -

Aplicando a férmula de Bhaskara, chegamos a:

gR ™ gR

Devemos ter sen 8 > 0, logo:

(—vg + v +g2R2>
~ 6 = arcsen
gR

b) Substituindo o valor de sen® obtida para o tempo, obtemos:
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c) A velocidade angular é dada por:

_9+2k7r

w —I
At

(k € )

Portanto, é necessario também que se conhega o0 nimero de voltas dada pelo alvo.
Resposta da questéo 5:
(Al

Sendo v a velocidade do projétil e v, a velocidade do conjunto corpo + projétil apos a colisdo, por conservagéo da
quantidade de movimento, temos:

v
mv = 10mv, = v, =T

Por conservacéo de energia, a velocidade do conjunto no ponto B sera:

Em, = Emg
10mv3 10mv3 v2
= 10mgR + = vg = m—ZgR
Para o langamento horizontal, temos:
Emy:
R 1 2oy 2R
= — >t= |—
2‘9 g
EmX:
172
R=vgt= |———2gR- |—>
R ETT
2v%R 59R
2 = —4R?> > v?> =100 - —
100g v 2
5gR
=10 |—
v 2
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Resposta da questéo 6:
(Bl

Como o tempo de queda s6 depende do movimento vertical, tanto nas situagdes do ar em repouso como na do ar em
movimento, 0s tempos seréo maiores do que t; (para o vacuo), pois as particulas sofrerdo resisténcia ao cairem
nessas circunstancias, com t, = t4 ja que o movimento do ar se dé apenas horizontalmente.

Na primeira situag&o, o corpo ird adquirir velocidade maxima devido a auséncia de resisténcia causada pelo vacuo.
Na segunda situag&o, o corpo ira sofrer atrito com o ar, tendo sua velocidade minimizada. E na terceira situagao, como
0 ar esta em movimento, mas ndo se opondo a velocidade inicial, a particula tera velocidade intermediaria.

Portanto, teremos que: t; < t, =t;ev; > v3 > v,
Resposta da questéo 7:

[C]

Célculo do tempo de queda:
2 2h 2(2R R
2 g g g

Apds a ruptura da corda, na diregao horizontal o movimento € uniforme. A velocidade inicial do langamento é:

R R
D=vt> 4R=v |2 7 :>16R2=v24§:v2=4Rg.

Se a particula é langada horizontalmente, a corda se rompe no ponto mais alto. Imediatamente antes da ruptura, a
forga resultante centripeta tem intensidade igual & soma das intensidades do peso e da tragéo.

mu? _ m(4Rg)

T+P=Fcent$T+mg=T=>T R —mg = T =3mg.

Resposta da questéo 8:
[Al

Fazendo algumas defini¢des na figura:
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T —
-
-

x

BS m o h

ritavE

L

F
v
-
(=]

10m

Por semelhanga de tridngulos, extraimos a primeira relagéo entre h e D:

85—k 8 h—165_8D(1
D—10 1~~~ )

Do langamento horizontal, tem-se a expresséo do alcance D:

D= 2t p=s. o5 |t

=ve |3 =5 |3 P=5 g @
165 — 8D 165 — 8D

D=5 T:D2=25-<T>:

D? =5- (165 — 8D) = D? + 40D — 825 = 0
D' =-55eD" =15

Substituindo (1) em (2):

Como a distancia D ¢ positiva, entdo D = 15 m.

Resposta da questéo 9:
[C]

Do enunciado, temos o0 seguinte esquema:
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» 5/3 mls

rhatans

1.8m

Da figura, temos que:

1,8
tg30° = o =a=18/3m

Tempo de queda até a superficie da agua:
h ! t?=>t 2h z 18 t=0,6
= — = = _— o =
29 g 10 o

Na horizontal, obtemos:

a+b=vt=>183+b=5V3:0,6 ~b=12V3m

Aplicando a lei de Snell, vem:

. V3 53 3 3
Ngr - Sen 60 =négua-senr=>1-7=T-senr=>senr=§ tgr=z
Logo:
b 3 12V3
tgr=E:Z=—:.h=1,6\/§m

Resposta da questéo 10:
(Al
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Resposta da questéo 11:
[Al

Considerando a equagéo de Torricelli, a 2.a lei de Newton e o conceito de Forga de atrito, pode-se mostrar que o
bloco X colide com o bloco Y com velocidade igual a:

v=1/(v2 — 2pgd) , onde y é o coeficiente de atrito cinético.

Como o bloco Y possui a mesma massa do bloco X, para uma colisdo perfeitamente elastica, aquele sera langado
horizontalmente com velocidade inicial v.

. ~ . t2 . .
Aplicando a equagéo de queda livre h= gT e 0 deslocamento uniforme s=v.t chega-se a alternativa correta.

Resposta da questéo 12:

[B]

Tempo desde o langamento até o instante em que a carga atinge o ponto B:

Ay
vy =4
. D
vysen(180° —0) = v
D
- vysend
Aceleraco na diregao x:
qE
Foy = Fres qE = —ma, a, = T
Considerando o MUV na direg&o y, chegamos a:
£2
X = X + Vg, At + >
. D qE 1 D \*
0 = d +vocos (180"~ 6) - vysenf B ﬁ(vosene)
qE D?
0=d=vocos - vosenf  2m. visen?6
qED* D cos 6
2mv2sen?6 ~  sen6
2dmv} sen?0 2 Dmvé sen? 6 cos 6
1=77Epz T EDZsen®
2dmvésen?0 mv3 - 2sen 0 cos 0
1=""fpz  ~ ED
2dmvisen?d muvésen(20)
1= Epz T ED
mvé (2dsen?6
q= D (T - sen(ZG))

Resposta da questéo 13:

a) Sendo 6 o angulo de langamento, temos que:
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vy = v§, + 2als

0 = (vysenf)? — 2gH

vosent = \/2gH =2 -10-320
100 - senf = 80

senf = 0,8

cosd =+1-0,82=0,6

E o tempo para que o projétil atinja a altura maxima é dado por:

Uy

0 = vysenf — gt

vosend 80
s = g - E
t; = 8s

= voy + ats

Logo, a distancia horizontal D vale:

D = v, t, = vycosh - t,
D =100-0,6-8
~ D =480m

b) Como a lente é convergente e as imagens s&o menores que o objeto, 0 seu aumento linear transversal deve ser

negativo. Utilizando a equagéo A = é = #, chegamos a:
54-1072 50
— 27 =50_p .'.p1=2550m
] 1
6,75 - 1072 50
B 2,7 =50—Pz “ Pz = 2050m
c) A velocidade do blindado € igual a:
_ As _ 2550 — 2050
VAT 25
~v=20m/s

d) Distancia entre a lente e o ponto de impacto:

d=2D—-(D+1L)
d =2-480 — (480 + 110)

d =370m
Tempo de voo do projétil:
t,=2t;=2-8
t, = 16s

Sendo assim, o tempo procurado vale:
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p,—d
t= -t
v v
_ 2050 — 370
- 20
~t=068s

Resposta da questéo 14:
[Al

Sendo v, e 6, respectivamente, a velocidade e 0 angulo de langamento, temos:

Tempo de subida do projétil até a sua altura méxima:
Vy = Vg, +at
0 = vysen 0 — gt
vosen 0
s = g

Tempo total até o projétil retornar ao solo:
_ 2vgsen 0
g

Altura maxima atingida pelo projétil:

vy? = vy, + 2als

0 = (vysend)? — 2gh
_ visen?d
=2

Aceleragao horizontal do projétil:

Alcance horizontal do projeétil:
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2v, sen 6 1 /2v, senf\>
A=v0c059-0——g-—(0—)

g 42\ g
_ 2v,% senb cosf g 4v,® sen® 6
- g 8 g
_ 2v,% senf cos  v§ sen® 6
g 29

Como h = A, chegamos a:

vésen’0 2visenfcosd visen?d

2g9 g 2g9
visen?d  2v§ send cosd
g g
send tol = 2
cos6 977
~ 0 =arctg(2)
Resposta da questéo 15:
[Al
Tempo até alcangar a altura maxima:
V=vy+at
0 = yysena — gt
_ VoSena
g
Tempo total:
2vy sen «a
t, =2t =————
g

Periodo do MCU descrito pela particula devido ao campo magnético:

_ 2mm
= Ba

Logo:
t,=T+t;
2vy sena  2mm
g Bq
2mm

2y, sena )
s " S — t
q ( g 1

+4

&~ B =
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Resposta da questéo 16:
a) A trajetdria em y nao é alterada pelo campo magnético. Portanto:

gt? 1 10t?
y = h0+vosen6t—7=280+100-§t— >

y = 280 + 50t — 5t2

Altura maxima:

A [50%—4-(=5)-280]
Ymax =T ag T T 4-(-5)

= Vmax = 405 m

Instante de retornoa y = 0:

280 4+ 50ty —5tf =0 =>t; = 14

Alturas de Ae C:
ya=280+50-9-5-92 =y, =325m
Yo =280+50-12—5-122 = y, = 160m
y (m)
A E
405 ---------z==

2 1 T L L M A

b) Raio da trajetéria da particula no plano XZ:

mv, m-vgcosa 9vycosa

R = = =
Bq LLCL T
9q
9.100 V3 450v3
= c— =R = m
T 2 T
Periodo da trajetoria:
2mm 2mm
T = B_q = m_T[_ =T =18s
9q
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De A até C:

At=125—9s=3s(At=1)

6

Logo, o angulo percorrido é de:

Coordenada x,:

V3
x4 = vocosat, = 100 - -5 9= x, =450V3m

Desenhando a vista de cima, temos:

ZC - -
2253
Zp = m === —————————-

m
L J IZ:
z ;

Sendo assim:
45043 3
X¢ = x4 + Rsen60° = 4503 + —

225
S Xe = T(ZT[\/? + 3) m

zc = zy — (R — Rcos60°) = - - >

225v3 _ (450\/5 _ 45043 _ 1)
A

“zc=0m
Resposta da questéo 17:
[Al
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O valor do alcance é dado por:
1% 2567’1 26
1 0 ( )

g

Como o alcance é maximo para 40 m. devemos ter:

vi -1

40 =
10

= vy =20m/s = 1200 m/min

Pela equagéo da continuidade, obtemos:

Di\? D,\*
Ay, = A,v, = n(7) -360 = 30-71(7) -1200
D,\? 360 1
(D_l) ~30-1200 100
D, 1
‘3 =T

Resposta da questéo 18:
[C]

Pelas formulas de adi¢&o de arcos, podemos determinar o seno e o cosseno de 15°.

senl15° = sen(45° — 30°) = sen45°cos30° — sen30°cos45° = 72 ————— =

senl5® = @ =026

cos15° = cos(45° — 30°) = cos45°cos30° + sen45°sen30° = — - 73 + 72 %

cosl5° = @ =~ (0,97

As componentes horizontal e vertical da velocidade inicial da bola ser&o:

v, =12 -cosl5° = v, = 11,64 m/s
v, =12 senl5° = v, = 3,12 m/s

Em x, do ponto de langamento a rede, teremos:
dy =1v,t>9=1164t >t =0,77s

Emy, para o tempo acima, teremos:

at? 10-0,772
dy=dy0+vyt+7=>dy=3+3,12-0,77—T:dy=2,44m

Portanto, a bola passa a rede.
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Tempo para a bala atingir o solo ap6s o langamento:
ty=2-0,77s5s=154s

Em x, teremos:

d, = vyt, =11,64-1,54 > d, = 17,93 m

Portanto, a bola cai antes da linha de fundo.

Resposta da questéo 19:

/
k
d
UB::
C D
N
h H,
h{1—cosd)
Na fi (VBx = vpcos 0
a figura: {vBy = vgsen 6

a) Usando a conservagao da energia mecanica entre os pontos A e B, calculamos a velocidade em B:

2 2

mvg

EA..=EE, > -t mghy = + mghg =
kx? mv3
T+mgh = + mg(h — hcos@) =

,  kx?
Vg = + 2ghcosé.

A partir do ponto B, temos um langamento obliquo com altura maxima h, em relagdo ao ponto de langamento.
visen? 0
29
kx? sen? 6 kx? 5
he = g + 2ghcos 6 29 = hy = 2mg + hcos 0 | sen” 6.

vy = vh, — 2ghy = 0 = (vgsen 0)* — 2ghy = hy =
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Da figura:

2

kx

+ hcos 9) sen? 6 + h(1 — cos )

2

x
Hy = sen? @ + hcos 8sen? 8 + h(1 — cos 8) =
2mg

2
x
7 sen?0 + h[cosO(1 — cos?8) + 1 — cosf] =

H, =
57 om

kx%sen?6

Hy = + h(1 — cos36).

2mg

b) O movimento na superficie plana horizontal tem velocidade inicial v, = vg, = vgcosf e velocidade final v, =
0.

Entre os pontos C e D a forga resultante é a forga de atrito. Aplicando o teorema da energia cinética entre esses
pontos:

mv:  mvk
Weae = Ec?n _Eccin = —Fud = ZD - ZC
ph (vgcos 6)? 1
—uplgd =0 — B 77 4 =~ 2c0s26
Uplg > = 209 vgcos<l =
1 [(kx?
=——+ 2ghcosf | cos?6 =
2ug\ m
kx?  hcosO
d= + cos26
2pumg U

Resposta da questéao 20:
Equagdes de posicdo do corpo luminoso:
x =d — vcosft = 2 — 4cosOt

gt?
y = vsenft — - = 4senft — 5t?

Da equagéo do aumento, vem:

<=

Mas y' = at, com a constante. Logo:

at _ 1,2
t(4sen 6 —5t) 1,2 — 2 + 4cos Ot
= (4acos 6 + 6)t — (0,8a + 4,8sen 6) = 0

= —0,8a + 4acos 6t = 4,8sen 6 — 6t =

Portanto:
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2cos6 = 6senf = =

3
{4ac059+6=0=>a=—
0,8a + 4,8senfd = 0 = a = —6senb 2cost

1 1
= 2senfcosf = > = sen2f = >

~68=15"0uf =75°
Resposta da questéo 21:
[Al

Num langamento obliquo sobre superficie plana e horizontal, sendo desprezivel a resisténcia do ar, o tempo total de
movimento ( t 1) e a altura méxima atingida ( H ), dependem somente da componente vertical de velocidade ( v oy =
vose n a ). Como se pode demonstrar:

2vy,  2vySena

=y g
3 v_gy _ visen’a
29 29

Numa situagdo hipotética, se, ao longo do movimento, somente houvesse redugdo na componente horizontal da
velocidade (v x ), seria alterado apenas o alcance horizontal ( A ), como indicado na figura.

4y E
2
g
H T T -
.-"-.._il - - .IH"-..
e h--x "'-..
Ve R
(T WO ‘:'_,-* s RN
'y A o,
S ",
-'f .,
A , ™,
| \ \
i " .,
A | i ",
| L
: *,
iy "
o g ' " X
:l = et -
""'Uk A
1
Az

No caso dessa questdo, como a parede ¢ lisa, ndo ocorre alteragdo na componente vertical da velocidade, portanto
o tempo total de movimento é igual ao tempo total que seria gasto se ndo houvesse o choque. O tempo t 1 do

langamento até o choque é maior que o tempo t2 do choque ao retorno ao solo, pois o choque ocorre antes do ponto
mais alto da trajetdria.
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3
i

Vi Vy

d=vxt1$t1=_

Ux
, d d 2vgsena d 2v,sena d
d:Uxt2=>t2=—’ S—t—=——>—= — =
vy Ve Uy g Uy g vycosa
R . 2v,sena
1 2= lr=—7""—
g
2 2
i _ 2vgsenacosa — gd i _ vgsenZa — gd , _ dgvycosa
Uy gvocosa Uy gvocosa ¥ visen2a — gd
O coeficiente de restituicio ( e ) é definido como:
gdvycosa
_ NVatastl  vx _ visen2a — gd -
[Vaprox| Ve VyCcosa
gd

¢= visen2a — gd’
Resposta da questéo 22:
[E]

AQ=Qf—Qi—>—AQ=Qi—Qf
|-AQ| # Q; — Qf 1= AQ

Pelo teorema do impulso, temos:
AQ =F - At

F=P=m-g

AQ = FAt > AQ =m - g - At (eq.1)
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Vamos determinar 0 At analisando o langamento obliquo, considerando como referencial o ch&o, ou seja, s, =
22m,S=0eVy, =V,-cos60°.

a-t? g-t? 10.t?
AS=Vy-t+ ->S=S =V -t+ - 0—-22=V,-cos60°-t+

- —-22=20-05-t+5t>?>t2+2-t+044=0

-

Resolvendo a equagéo de segundo grau, teremos raizes: t; = 2,2set, = —2,2s.

Considerando a raiz positiva e substituindo na eq.1, teremos:

AQ = mgAt - 300 x 1073 -10-2,2 > AQ = 6,60 kg m/s
Resposta da questéo 23:
[B]
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